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Tmriiegende Arbeit Teifolgt einen doppelten Zweck. 
Sie soll den Anfänger in die Theorie der Kugelfimctionen, 
weldie g^enwtfrtig duroh wichtige Werke Uber Physik und 
Astronomie ein Interesse auch für weitere Kreise erhalten 
hat) einführen^ und ihm als Lehrbuch dienen. Andrer- 
seits «oll sie D^jenigen, welcher die Elemente bereits 
kennt, eine systematische Dsurstellung der hierher gehörigen 
Untenuehungat bis auf die neueste Zeit liefern^ ihm eine 
Sammhing der Formehi geben, welche bei dem jetzigen 
Stande der h^tae als die wesenl^chsten angesehen werden 
mttsMi) und 3im die Quellen genau beseichiien aus denen 
geschöpft wurde. 

Das Buch oerAlUt in swei Theile; der erste, die Theorie 
der Functionen, war bei der Darstellung vorzugsweise so 
zu bearb^te% dass er auch wirklich als Einleitung in das 
Studium dienen kann. Um dem Leser eine Andeutung 
zu geben, welche Abschnitte ihm die vorlautige Uebersicht 
«d.in»eii kSnnten, dnd «^ Kapitel m>d eu»eli>e P.. 
ragraphen mit einem Bra^clihet worden, auch wohl 
Theik von faragrajphen^' c^^ich 4ana augieioh in eckigen 



Parenthesen befinden. Die Anmerkungen mag man gleich- 
falls vorläufig überspringen. Entweder der Gegenstand über 
welchen diese Stellen handeln, oder die Methode der Un- 
tersuchung lässt sie als nicht geeignet fiir das erste Stu- 
dium erscheinen. Wer zu den Auwendungen auf die Theorie 
der Anziehung und WSrme übergeht, bei denen eine solche 
Trennung oft Schwierigkeiten mit sich fühi*te, wird selbst 
entdecken, bei welchen Punkten er auf früher übergan- 
gene SteUen zurückkommen muss. 

Von den zur Erleichterung des Nachschlagens über 
jede Seite gesetzten Zahlen zeigt die erste die Nummer 
des Paragraphen an, zu welchem der Schluss dei* Seite 
gehört, während die daneben befindliche in kleinerem 
Drucke sich auf die zuletzt numerirte Gleichung bezi^t 

Dem Geübteren giebt das ausführliche Inhaltsver- 
zeichniss die Stofife an, welche hier verarbeitet . wurden ; 
die Citate beziehen sich auf das Werk in welchem der 
betreffende Gegenstand dem Verl'asser zuerst entgegentrat, 
und nur dann sind auch sj^tere Arbeiten erwähnt worden, 
wenn sie der Sache eine wesentlich neue Seite abgewonnen 
haben. Wird dieselbe Arbeit verschiedenen Orten an- 
geführt, so ist nur das erste Mal der Titel voUstündig an- 
gegeben. Gesammelt sind Legendre's Untersuchungen 
über die Kugdfunctionen in den Ezercices und in dem 
Trait^ des ^etions elliptiques, die von Laplace in der 
M^canique cdldste Tome II, Li vre III; Tome V, Livre XI 
und im Suppl^ent au 5^ volume. 

Jacobi im 2'*" und 26"'", Dirichlet im 17*" Bande 
des Crelle'schen Journals bezeichnen Legendre als 
Denjenigen, welcher die Kugelfunctionen einftihrte und 
den Anstoss zu Laplace 's tie&imiigen Untersuchungen 
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über diese Fnnctioiiea mit zasammengesetetem Argamente 

gab. Niu* sclieiubiir widersprechen die Daten der Arbeiten 
von Laplace und Legendr e dieser Darstellung des 
Sachverhaltes. Die Abhandlung in welcher Laplaoe seine 
Untersuchungen mittheilt befindet sich uändich in den 
Memoiren der Pariser Akademie aas dem Jahre 1782 
(gedruckt 1785); erst in der Geschichte der Akademie vom 
Jahre 1783, S. 28 (gedruckt 1786) wird unter denMdmoires 
appronv^s par TAcad^ie, en 1783, et destinds par eile k 
etre imprinit^s dans le Kecueil des Savans - Etrangers die 
erste Arbeit von Legendre über diese Functionen **) ge- 
nannt, welche uns im lO**" Bande jener Sammlung (ge- 
druckt 1785) aufbewahrt ist. Daraus dass l^egendre hier 
erwähnt, er führe das Potential in Folge einer Mittheilong 
von Laplace ein, lässt sich nicht schliessen, das Manu- 
script habe der Akademie erst vorgelegen, nachdem in den 
Memoiren von 1782 auf das Potential durch Laplace 
selbst aufmerksam gemacht war; die oben erwähnte Ent- 
scheidung der beiden deutschen Grelehrten erweist sich als 
die richtige durch eine Notiz von Legendre in den Me- 
moiren von 1784, S. 370 ***) welche er seinen Eecherches 
snr la figure des planstes hinzufiOgte, in denen er die 

*) Theorio dos attractions des Sphdroides et de la figure des Planstes. 

•*) Sur l'attraction dea Spheroidcs. Die Pariser Akademie gab im vorigen 
JalirhunJort in einem, höchstens zwei Bänden vereinigt jälirlich ihre Geschichte 
und die Abhandlungen ihrer Mitglieder über Mathematik und Physik heraus. 
AnMwdem TerOffeaUiehte aS«, nidit in festbestimmten Zeitriiimen sondern nach 
Massgabe des angesammelten Stoffes die sogenannten Bartna Strängen, Arbeiten 
weldM Ton Gelebften, die nieht dieser GeseUsebaft angebSiten, ibr roigelegt waren. 

***) La propodtion qni fait Tobjet de ce Memoire, otant dc^montrc^e d'one 
manibro beauconp plus sarante et plus g^n^ralo dans un M($moire quo M. de la 
Place a ddjk publid dans lo volumo de 1782, je dois faire observer que la date 
de mon Memuirc est unterieurc, et que la proposition qui paroit ici, teile qu'clle 
a ^te' lue cu juin et juillct 1784, a donnd licu ä M. de la Place, d'approfondir 
Mtte asatibre^ et d*en prdsenter ans CMom^ties, nne tbM« compl^te. 
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früheren ünterßuchuageu weiter verfolgt. l)er Satz, auf 
welchen skh jene Bemerkung besieht, dessen Beweis in 
der Abhandlung geliefert wird, besteht darin, dass das 
Kotationsellipsoid unter den dortigen Annalniien die einzig 
mögliche Gestalt ftir daa Gleichgewicht der Planeten sei. 

Auf diesen Sachverhalt wird man bei den nachfolgen- 
den Citaten achten müssen, und die Arbeiten von Legendre 
in den Savans dfcrangers nnd in den Memoiren von 1784 
als die früheren, die Abliandlung von Laplace in den 
Memoiren von 1782 als die spätere anzusehen haben. 
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A, Theorie der Kugelfunctionen. 



Ueiae, UaadlHicli d. KugeiAiactlonm. ^ 
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jEInleltans« 

Die Einfuhrimg der Kugelfunetionen. 



§. 1. 11 irken aaf einen Punkt 0 mehrere andere materielle 
Pankte Pg, P^, P, etc. mit den Massen f«, ^ fi^f ^, etc nach dem 
New ton 'sehen Gesetze anslehend ans den Entfernungen OP, 

OP, = , OP3 = /(? , etc. , so ergiebt sich die gesammte Anziehung, 
welche 0 erleidet, aus der Summe 

Die Entwickeinng' der einzelnen Glieder dieses Ansdrncks führt 
auf jene Functionen, welche mit dem von Gauss gewählten Na- 
men „Kugelfunetionen^ bezeichnet werden. 

£s seien gg, y, s die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 0, 
ferner a^^, , z^ von P, j etc. ; die obige Snmme besteht dann, ab- 
gesehen von den Massen fi, aus Gliedern wie 

1 



*) Memoires de MAthemaiique et de Physique, tir^s des registres de l'Aead^ 
mie loyale des Mieaeai. Ann^ 1788: Th^rie des afttractions des sphdroldes et 
de U figoj» des planstes, per K. de laPlaee, no.IV p. 138. Legendre adiXeOrt 
dieeea 8a1s in den .lUnioliee de MaA^natiqne et de fkyaiqne, pi ^ sen fc g s k TAea- 
d^ie royale des aciences, par divers Mrans, Tome X. Paris 1785* Laplaoe SQ. 
11. TorgL daselbst Reefaeiokaa aar rattraction des sph^roides homogenes p. 421, 
no. 14 die Worte: Mnis on y parvient . . . k Taide d'on tktfoc^e qoe M. de Itk 
Place a biea Toalu me cemmoniqaer etc 



4 Einleitung. 1. 

Führt man in 7 sogenannte Kugolcoordinaten ein, d. h. setzt 

X SS rcos 0 X, Ä r, cosöj 

jf s r sin ^ cot^ |f^msr^nnO^ coi^ff^ 

% = r sin 0 sin tp z^ = t\ sin ^, sin , 

wo r und r, positiv, 0 und zwischen 0 und n, \p und V', zwi- 
schen 0 und 2n genommen werden, so verwandelt es sich in 

und hier sind r and r, die feradlinii^eB Entfernungen dar Punkte 

0 und vom An&ngspunkte A, während gleich OP^ wird. 

Setzt man den Winkel OAP^ gleicJi y, so ist y mit 0, 0^, und Vi 
durch die Gleichung 

COB y^COBd cos 0| + WH d Bin COb(V — 

verbunden; und man erhält 

yf'~ 2rr, cosy + r* 
Die Entwickelung, von der oben die Bede war, die sich V)ei 
Laplaoe*) und Legendre**) findet, besteht darin, dasB man T 
nach aufsteigenden Potensen der kleineren von den beiden Entfer- 
nungen r und r, — sie sei r^ — und nach absteigenden der grosse* 

ren r ordnet: der Coefficient von -^rh*^ ^^"^ 

hängt, ist dann die w'*" Kugelfunction. Wählt man als Functiops- 
seiohen für dieselbe mit Dirichlet ***) den Buchstaben f^'^ oder 
P* wo eine VerweohBelung mit Potensen unmöglich ist, und ftigt 
diesem das Argument coBy in Parentheae hinan, so ist P^* durch 
die GIdchung 

definirt, und wird eine ganze Function Grades von cosy; ihren 
genanen Werth findet man unten §.3. 



*) M^moires d« Math, et de Phys. Anntfe 1762 no. X p« 188. 

•*) ßavans ^trairgers Tome X no. 10, p. 419. 

***) Grelle, Journal f. Math. Bd. XVII: Sur les se'ries dont le tcrme g^ne'ral 
dopend de deux angles, et qiü aenrent k exprimer des fonotioos arbitrains entn 
de« limites donndes, S. 3ä. 



L.iyuizcü Oy Google 



2 Eiuleitnng. 5 

§. 2. Darch directet Differentüren tieht mao; datt T der par- 

tidieu Diticrcntiaigleichung 

dx* ^ dy* ^ e** ~ 

genügt, die sich, nach Einführung der Kugelcoordinaten, in 

verwandelt. Setzt man in diese f^r T die nach r abBtoigende Reihe 
ein, so entsteht auf" der linken Seite eine neue, nach r absteigende 
Reihe, deren Sunnme verschwinden muss. Es verschwindet daher 
jedea Glied für sieb, und P"(coi/) mass der Differeotialgleichuiig 

(")••• siuo — äö — + S^e 3^+-(-+i)i'= 0 

genOgeo. Wird in den frühem Formeln 0^ ssQ gesetsti bo redn- 
ort eich coa;» auf co90, wird also von ff> nnabbingig, ebenao 
P*(co8;'), welehes sich dann in ^"(003 6) verwandelti so dasa /'"(cos 0) 

ein Integral der Gleichung 

ist, in welche nun («) übergeht *). 

In dem ersten Theiie wird P als Function von cosy betrach- 
tet werden, ohne Eücksicht auf die Zusatnmensetanng dieses Argu- 
menta ans 0f ^9 diesem Sinne wird gesagt, er handle 
Uber die Kngelfanctionen von einer VeHinderlichen ; im aweiten 
Theiie tritt P als Fufletion der Veränderlichen auf, von denen cosy 
abhängig gen^^t, wird, und zwar zunächst von 0, tp, 6^f 

^ AUb EntwiekahiBgon dieier Panigvapliflii findoi sioli bei Laj^laoe in 
dea Memoiren von 178S 8. 138 et seq. 
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§3,2- 



TbelJU 

Die Kugelfunctioneii einer Veränderlichen. 



Verschiedene Formen der Kugelfunction. 

§. 3. Nachdem die Art auBeinandergegetzt ist^ auf welche 
Laplaco die 7\iigclfiinctionen oinfiUirtc, und wichtige fiigenschaf- 
ten derselben auffand, wobei man von den allgemeineren auf die 
■pecielleren hinabstieg, aoU jetzt der umgekehrte Weg emgeachla- 
gen werden. 

Wenn a klein genug genommen wird, und x sunftohst reell 

ist, so lässt sich die positive Grosse 

1 



T = 



nach aufsteigenden Potenzen von a in eine I\eihe entwickeln, in 
welcher der Coefficient von a" mit P^"\x) bezeiclmet werden soll. 
Man entwickelt dazu T nach dem binomischen Lehrsätze in die Reihe 

1 ■|-|.a(2a: - a)+ tt«(2 j; - a)'4- etc., 

und sammelt die Glieder, welche in eine bestimmte Potenz von a, 
z. B. a* multiplicirt sind. Dadurch ergiebt sich 

(1) ... r«Ta«P^"^(a;) 

»ssfl 

.(2)... 



Diese Gleichung kann nun als Definition von P^ijr) betrachtet 
werden, es mag x reell oder imaginär sein. Imaginär wird hier 
jede complexc Zalil a^-hi genannt, gleichviel ob a = 0 oder ob es 
TOn Null verschieden ist; wird der Fall a 0 speciell betrachtet, 
80 sagt man, die Zahl sei rein imaginär. 
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§»4,9. L ThtU. ftüM Kapitel. 7 

Beispiele. 

r = i 

Anmerk. 1. Nach der Bemerkung von £uler*) in einem 
Briefe an Goldbacb| dast in der Entwickelong von #i*a wh 
* lofrteigenclen Poteasea von a alle Coefficienteo von « ganie Zah- 
len werden, erkennt man sofort , dass P* nnr eine Potenz von 3 
sum numerischen Nonnor hat. (Diese Eigenschaft von P hat Herr 
G. Bauer in München dem Verfasser mitgetheilt.) 

Anmerk. 2. Die Glekkangen (l) und (2) gelten noch immer 
sQgleichi wenn auch x imaginSr wird; nur ist dana^ bei binllngUcb 
kleinenn das T mit positivem reellen Thetle an nehmen. 

§. 4. Für P'*(x), welches so eben nach Potenzen von x ge- 
ordnet wurde, lassen sich noch andere Uoiben au&tellen, die 
eine beaondere elegante Form annehmen, wenn für x eine trigono- 
metrische Fancdon, a. B. « es coe<? gesetat wird. 

Zuerst soll P"(cos^) nach Cosinus der Vielfachen TOn 0 
entwickelt werden; dazu bringt man T in die Form 

(1 — a (l-ae-'T*, 
entwickelt jeden Factor für sich nach dem binomischen Lehrsataei 
imd bildet dann das Prodnct der bdden Reihen 

l + i««'"' 4.1li(ae'^/ + etc., 

1 + i«e-** +^ etc. 

Der Coeflicient von »" in dem Productc muss nun i^"^ sein, so 
dass man erhält: 

(«)••• ?:?:;:::(2i.-\) ^-('<"^) - 

•) Correapondance m«th^matique et physlquc, publice par Fuss. St. Petent 
hmug 1848 Tome I, Lettre CXLU, pag. 667 (B«rlui d. 4. D«Q«in]Mr 1761). 
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8 t Thmih Mm&vIM. $.4,2. 

wenn die Reihe so weit fortgesetzt wird, bis sie iron selbst ab- 
bricht. Es koomit aof dasselbe binaas, wenn man die Reibe so 
wat fortsetat, bis die Argamente (u^2)d, (n—4)d, etc. in negatire 
Viel&cbe Ton 0 tkbergehii, and dann bei nngeradem n ^}le Glieder, 

bei geradem w alle ausser dem letzten doppelt nimmt. 

Aus dieser Keilie, weiche Laplace *) entwickelt; schliesst 
Legendr e**), dass seinen gressten Werth für ^«0 erhält. 
Da aber P(l) gleich 1 wird^ so ist sogleich 1 der grtfsste Werth 
▼on P(coBd), * ^ 

Eine Khnliclie Reihe stellt P'^ix) aii^h dann noch dar. wenn 
X grösser als 1 ist. ^Tan bildet dazu eine Grösse |, die zu x 
die Beaiehnng hat, welche ef^ zu costf, indem msn 

also ^ = x-{-}^x* — 1, {"^sa? — ^x* — 1 macht, gleichgültig welche 
der beiden Wnrzeln man unter y«*— 1 Tersteht. Die Zerlegung 
Ton T in 

ci-«ir'(i-f)"* 

giebt dann die Forroel 

. 2.4.6... (2n) . , . 
W--- 1.3.5...(2«-1)^ 

Ohne auf die Entwickelang von T aurttckzug^hen, findet man 
diese Formel auch, wenn man bemerkt dass rechts und links in (6) 

eine ganze Function von x steht, indem }fx*—l sich auf der rech- 
ten Seite forthebt, und dass die Gleichheit dieser ganzen Functio- 
nen durch (a) schon für alle x erwiesen ist, die kleiner als 1 sind: 
sie besteht daher für alle x. 

0 0 

Andre Ausdrücke für die nach cos— und sin— ge- 
ordnet sind, hat Dirichlet***) angegeben, Ton denen man spft- 



*) Memoiren roa 1782, S. 142. 

^) liHiMictn fw. 1784: Be dw w h e s sur h figox« des planMis, 8. 876. 
Orsll«, lonnua f. Math. Bd,X?n, B.88. 
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§. 4, 2. I* Tkeil. HMtot Xaflld. 9 

ter sehen wird (%, 51X dau ne leidit am einer aUgemeben Formel 
TOD Le^endre folgen. Um den ersten zu erfielten, setze man fUr 

1— 2acosÖ+a' zunächst 1— 2o+o'+4a8in'-^, und dann 

<0 



(4a sin* 



Dadurch wird 

1_« 1(1-«)^ +1.2 (l-o)» ' 
das Glied, welches a*" im Zähler hat, nämlich 

1.3.5...(2ii»^l)(^""'^'|T 
-1.2.3... m (1— a)'-+i ' 
.fieforty wenn man es nach Potenzen von « entwickelt, so lange m 
Dicht II überschreitet einen Theil, welcher in o* mnltiplicirt ist, der 

gehörig zusaiumcugezogen gleich *) 

. Ji(w+w) "° T 

^/I(m- w) (/7m)* 
wird. Sammelt man alle diese Theile in. T, so entoteht endlich 

Hätte man 1— 2a cos (7+ a* nicht wie oben transformirti son- 
dern gleich 

1 + 2a + 4a cos' 

gesetzt, so wttrde man 

(d)... (-1)"P-(C08(^) = 1-^^^±^C08*^ 

(;, + 2)(yi-fl)w(«-l) ,6 ^ 

erhalten haben, einen Ausdruck, der übrigens sogleich aus (c) durch 
Yertauschung von 0 mit n—d folgt. 



•) Hier wie im Folgenden wird das Gaussisohe Zeiclun // angewandt. 
B«kaiiiitiioh ist //(«)«« r(o +1) ««//(« — l). Für eine ganze Zahl n ist 
das Flrodact l.S.S...«. 
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10 I. TbdL EatM K^plteL g. 5^ 3. 

lieber «aclere Entwickelungen von yetf^h m. §. 7 und §. 20; 

ftU die Quelle, aua welcher am leichteeten Rciheimusdrlicke ge- 
schöpft werden, wird sich später die Differentialgieicliimg der F 
erweisen. 

§. 5. Die Engelfanction l&set sich als Differential- 
quotient eines einfachen Ansdrneks ansehen. Um dies 

zu zeigen, transformire man den Factor 

1.3.5...(2it— 1) 
1.2«3>>> II ' 

welcher in der Gleichong (2) (\ir P vorkommt, in 

(2»)(2w — l)(2it--2)...(»4-l) ^ 
2».1.2.3...i» ' 

dann gebt 2" n{ti)F\x) in eine Summe von Gliedern über, deren . 

erstes ^ 

(2l»)(2it-l)...(ii+l);r««f!^ 

ist, während allgemein das mit d^^" multipUcirte 

(2ii)(2«-l)...(n-2mH-l) 
— 2.4...2m(2«— l)(2n — 3)...(2fi — 2f»-fl) 

wird. Zertheilt man den Zähler in das Product von 

(2« — 2i») (2» — 2ot — 1) . . . (it — 2III+1) 

und 

(2») (2« -1)(2ji — 2) . . . (2« - 2i»-|-l), 
hebt darauf die Factoren des lotsten Ansdnidcs, welche ungerade 

Zahlen enthalten, gegen die gleichen des Nenners fort, so verwan- 
delt sieb dieses Glied in 

*~ 1 . 2 . . «fM 

oder in 

w(/«-l)(/i-2)...(n-mH-l) dr(x^'>''^^y 
— 1.2.3...m daf* 

Es wird daher 2" JI(«)P'*(a:) der w"* Differentialquotient nach x von 
a^- _ « ai»-' + - etc. , 



d. h. 



(3)... n-) = Fiiw -4f-^' 



§. 6; 4. I. TUil IntoB Kftpitd. 11 

Dim% inMfjß Fonwl rllhri von Ivory *) Wf «r fiadtt sie 
dvreh eine Meth<$de, die im §. 37 BusemandergesetEt wird. Be- 
trachtungen , welche denen von Ivory am angefülirten Orte ganz 
ähnlich aind^ kommen mit Ausnahme des BchliesBlichen Hesultatea (3) 
zwar Bchon in Legen dre's Exercices **) vor, treten aber noch 
früher, nSmlich in den Philoeopliieal TraaeactioaB toh 1818 in 
Ivo r 7*8 Arbeit, On the AttractionB of an extensive Glass of 
Spheroids S. 50 auf. Später hat Jacobi ***) diese Formel noch 
eiunal entdeckt, und durch die Lagrauge'acbe Umkehrungsfor- 
mel bewiesen. Andere Beweise, auf die man gelegentlich kommt, 
sind §. 35, 37 und 56 angedentet. 

§.6. Jacobi bat auf eine Methode f) aufmerksam gemacht, 
die man in ihrer einfachsten (Jestalt anwenden kann, um den von 
Laplace ff) aufgefundenen Ausdruck von P" durch ein bestimm- 
tes Integral abzuleiten. Sie beruht auf einem HUlfssatse, der 
vorausgeschickt werden soll: 

Beseiohnet a eine positive Grösse, und ist b entweder reell 
und kleiner als a, oder rein imaginär, so wird 

^ ^ nj a+6cos^ i/a*^b* * 

wenn die Wurzel auf der rechten Seite den positiven Werth 
vorstellt. 



*) Philosophical transaotiuns of tbe loyal aoeiety of London. For the year 
1824. Pait I. London 1824: On the figurs reqnbite to maiiitRin the equiUbiinm 
of » homogeneons fluid mass that revolves npon an axis, pag. «1 — ',»3. 

**) Kxercices de calcul integral sur divers ordrcs de transccndaiites et sur 
Im quadratures par A. M. Lu Gcadre. Tome II. Paris 1817, uo. 134, pag. 258. 
Hsa vergl. dort die Formel (m). 

—) Crelle, Jonraal f. Math. Bd. II, Berlin 1827, 8. 22St Ueber eine be- 
aondere Cbttnng algebreiaeher Fimotionen, die aoa der Entwieklwig der Fnnetion 
entstehen. 

t) Grelle, Journal f. Math. Bd. XXXVI, fi.81: Ueber die Entwicklung de« 

Ausdracks [nn — 2na' {ci^h o) co&ri aintosintf cos(ß — IP')) -{- n'it'f. Diese merk- 
würdige Arbeit ist spUlcr, abgekürzt in's Italiiiiischc übersetzt, im (Jiornale Arca- 
dico, Tomo XCVIII, Kuma 1844 erschienen, und aus demselben in's Liouvillc'- 
•ehe Journal Tome X, pag. 229 fibergegangen. 

tt) Tcsittf de mioanique oAeat» Tome Y. Pacta 1826. Livre XI, Cbap. II, 
No.8, pag.88 ISi»rm.(f). 
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12 !• TheiL BnrtM Kapitel; §. 4. 

Vmteht aiao^ wie ttblioh, unter Modbliis . einer imaginären Zahl 
p-hqi die posItiTe (/rdsse |(p'4-9*, deren Quadrat p' + g* Gauss 
Norm nennt*), so ist 

(n\ r - " 

wenn M(ß)<zl. Denn der Nenner des Integrals Iftsst sich in 
xerfiülen, und man hat 

= 1 + e^» + etc. 

folglich enthält die Entwickelung von 

1 



1— 2^co89)+^' 
nach Fotensen von und er^ als Ton 9» unabhängiges Glied 

l + /?*+if*+etc. «Yqji- 

Entwickelungen nach Potenzen der genannten (i rossen sind Ent- 
wickelungen nach Cosinus nnd Sinus der Vielfachen von <p, und 
zwar können die Sinus nur mit i verbunden vorkommen; sie feh- 
len also hier; wo die entwickelte Function reell ist. Es sei nun 
eine Function von q>, die f((p) beisse, nach Cosinus der Vielfachen 
von ff in eine Reihe 

f{(p) = Cu 4-c,co8yH-CjCOs2<'f -f etc. 
entwickelt; dann wird das Glied durch das Integral 

1 

u 

gefunden; so dass, wenn 

^^^^ ~ 1 — 2p'cüS9+/3f* 
gesetzt wird, die Gleichung (a) erwiesen i!?t. 

Das Integral (4) kann man sogleich auf die behandelte Form (a) 
bringen, wenn man eine solche Grösse p nnd solches fi sucht, daaa 
M(fl) < 1 nnd dass 

b = — 

*) Zar Abkflrmng soll Uodolns und Nonn von p + yt dnretb 3f (p + ^t) und 
y(p + qi) bcseidhnet werden. 
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§. 6; 4. L Tkell. Ente« Kaplld. 18 

wild. Dm an»« ^ 
letn; haben also die beiden Wurzeln 

nicht gleichen tfp4o^£8| so ist der Modulus der einen kleiner als 1^ 
(da ihr Produkt grade 1 wird) und diese kann iUr ß gewählt wer- 
den. Nach unseren Annahmen ist /a*— ft" jedenfallB reell und you 

Null verschieden; also sind die Moduln der Wurzeln verschieden, 
und 

h 

ist von der Terlangten Beschaffenheit Da nun Id:^' poeitiT wird, 

so ist auch p und endlich p{\—ß) positiT, folglich gleich der ]»om- 

tiven Wurzel aus a*— 6*, d. h. 

^ 1 

nj j» (1 — 2a cos y + a*) ' 

und sonach die Gleichung (4) bewiesen. 

Diese Formel lässt sich iiüch verallgemeluern ; fasst man näm- 
lich das Kesultat so, dass (a+^cos^)'', nach Cosinus der Viel- 
fachen von (f entwickelt; als von (p freies Glied ^ ^ enthält, 

so folgt dasselbe für die Entwickelung von (a4-6co8((3P- t/;))-^ 
nach Cosinus der Vielfachen von {fp — ip). Wird nun nach 9/ zwi- 
schen 0 und 2« integrirty so fallen alle Glieder der Gosinusreihe 
bis auf das Ton ip unabhingige fort/ und man erhiUt 

a-f 6cosV^co8 9y-f-6sin^sin^ ~" ^a*—b* ' 

d. h.: es ist 

wenn A eine positive Grösse beseichnet, B und C zugleich reell 
oder angleich rein imagmür nnd^ und jZ-A*— B*— C* die positive 
Wurzel aus der positiven Grösse ii*— ^--C* vonteilt 
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14 I. Theil. Erstes Kapitel. f. 7^ 5. 

Dm Integral (4, a), und duvMlbe noch TerallgQnMiiiert iwth. 

einen Factor cosw/gp oder sinmg> unter dem Integralzeichen, hat 
Jacobi in einer besondem*) Arbeit für den Fall behandelt, dass 
A, B, C beliebig reell oder imaginfir sind. Im §. 47 wird denelbe 
Gegenatand wieder berührt werden. 

§. 7. Vemiittelst Miosis HttUsatses Iftsat sich, wenigatena für 
ein reelles x, (1 — 2ax-{-a*)~-^ durch ein btBtmimfes Integral aus- 
drücken. Dazu transformire man die Grösse unter dem Wurzel- 
aeichen in 

und setze in (4) 

a = 1 — aXf 

Da fkir ein hinlttngfich kldnea « jedenfalla 1—ax poeitir tat, ao 
erftkllt a die Bedingungen dea Theorems; b, mit weldiem Zeiehen 

auch die Wurzel genommen wird, ist entweder rein imaginär, wenn 
nämlich X'<,1, oder reell und dann kleiner ab a, da 

a*~b* = l — 2ax+a* 
poaitiv wird. Es ergiebt aieh daher ana (4) 

n _ 

und hierauBy wenn man nach aufsteigenden Fotenaen von a ent- 
wickelt, annäohat für ein reellea x (durch (1)) 

(5) ... #iP'(af) = y \x - cos (p ^x*-iy d<p, 

u 

die Gleichung von Laplace. 

Denkt man sich a positiv und hinlänglich gross, so wird für 
ein positives x auch ax — 1 = a positiv, und 6 s= a yx*—! ge- 
nügt noch den Bedingungen der Gleichung (4); ea entateht also 
'flür hinlinglich grosse a die Beaiehung 

' n d<p 



•) Grelle, Journal f. Mafh. Bd. XXZn, 8. 8: Ueber den Werth, weleben 

d(p 

'AfiMIp-^MwlM^ 

0 

Ton A uaA B 



Ulf 

das bestimmte Integral / - — ^^^Z ii«»«^ ^ beliebige imaginäre Werthe 
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§.7,5. LTlitiL iMlMKifltaL 1( 

£o finke Sflüe, Mch abrtdgeiite FotaBM m • eotwiekelty 
giebt als Ooefficienten von also (l«r vorttalünde Avt*- 

drack die neue Form von P: 

(5, a)... nP\x)r=r ^ 

Im folgenden Ptra^raphen werden die wichtig AnedrOeke ftr 

die hier gewonnen sind, genawer untersuclit; zunächst können sie 
daza dienen, neue Kntwickelongen von P in üeiben zu liefern, 
welche die des §. 4 Temllstindigen. Setst man wieder d7>ecoe(7 nnd 

• cos^+^siu^cos^ = ^cos^ + iain^c'v^^coaY + 'siö-j 

to wird die «** Potens des Ansdrndoi a«f der Unken Seite gleiok 

dem Product der beiden Keihen 

co.4[l+f it.ng|e* + ^^l5^(itan6| e^)Vetc.], 

eo.- j[l +f tang|e-V+ i:^(itang|«-'»)V etc.], 
also nach (5) 

..(CO.*) - «..|[._(|u.g4)V(!^u^'|)*-.c.]. 

wie Dirichlet am ang. Orte*) bemerkt. 

Eine nach Potenzen Ton tang^ ss u geordnete Hcihe findet 
nua durch Entwickelnng tob (ooel^+imn^eoa^)" nach dem bi- 
nomisohen Lehisatie; da 

coa'^d^ 



filr ttn ugerades m Terschwindety ftlr ein geradei gleich 

1.3.5...(m — 1) 

wird, 80 ergiebt lioh 

f^(eo%$) » cmrßyl ^ ü'H — ^, ^n*— etc^. 

Dieaer Ausdruck kommt im weaentlichen bei Euier**) vor. 

•) Grelle, Journal f. Math. Bd. XYU S. 40. 

Bnlarl liHleiiwm «Mi iaki^, WL UL PetropoU 18M, YoL I, 
fktOo I, Cap.71, prabL M (aioht M, irie ta iaCUbiilibh aldi»), S. IM. 
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16 I.Tk«il. MosKivitd. §.8, e. 

§. 8. Die Kngdfimctioii ist aacb (2) ehe gaase fmietio« 
ikrer Veriiidciliclien op; dasselbe gilt too der reobten Sdte toh 

(ij), indem dort bei der Entwickelung nach Potenzen von eos4)E>^ 
durch die Integration die ungeraden Potenzen von cosy, also auch 
▼on }lx*—l heransfaiien. (Ans diesem Grande ist es gleichgültig, 
weldbes Zeichen diese Wvrsel erhilt; letsteres sieht man. ttbrigens 
anf der Stelle ein, wenn man it-vij^ ftlr ^ snbstitairt^ gesteht 
die Gleichheit zweier f^aiizen Functionen von x für alle reellen x, 
so findet sie allgemein für ^alle a; Statt, so dass die Gleichung (5) 
für alle reellen nnd imaginären x gilt. 

Es fragt sich, ob die Gieicbnng (5, a) ebenso für alle 
m bestebt, ob also nicht nnr fftr positive, sondern für 
alle reellen und imaginären Werthe erhalten wird: 

(6) • . . /\x±co^^V^irdg> = r ' .,^t ' 

•o *i (a?±cosyVa;«— 1) ^ 

Znniehst ist klar, dass wenn bdde Seiten ftlr em bestimmtes x 

gleich sind, sie für das negative nicht gleich sondern entgegenge- 
setzt werden; auch für ein rein imaginäres x können sie nicht 
übereinstimmen, da für einen Werth von q> in diesem Falle 
a;+co8^ y«'— 1 verschwindet, also das Integral der rechten Seite 
die Bedeutung verliert Aber auch nnr in diesem Falle kann die 

genannte GhNtese yerscbwinden ; denn soll . ^ reell sein, so 

mnss reell, also x reell oder rein imaginlir werden. Ist x reell 

nnd kleiner als 1, so wird , imaginär, ist x reell und grösser 

als 1, so wird jener Quotient grösser als 1, also nicht =^cos(p. 

Nach diesen vorlänfigen Betrachtungen soll der schliessliche 
Sati bewiesen werden: Die Gieicbnng (6) besteht immer, 
sobald der reelle Theil von x positiv ist, nnd giebt so 

einen zweifachen Ausdruck für P"(x). 

Um dies zu beweisen, wird man (6) durch eine Substitution 
vmfidren, welche von Jacobi"*) herrührt; der bessern Uebersicht 

*) Grelle» Journal t Ua^ Bi.XV: Fowaala^ fasinftwistioahi iatmniimD 
ddbitMron. 8. 11, no. 8. 
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}. Sf 6. 1. ThM Snrt« Kapltd. If 

liilber de»k« muk ndi tonieh»t 9 re«ll (oUarliek poiitiT) and 
griiiMr ak 1. ' 

In das Integral ' 

— cot9 y«"— !)• 

iUhre noan eine neue Variable ^ für v durch die Gleichungen ein: 

C08J? = — , ■ 

sin 

81»^« > 

of+cosy y^»'— 1 
denen man noch die beiden andern 

d(p 



äp— jfx*"! = ^ — 

2;+ OOS 9 yj?'-— 1 

binsolUgen kann, mit der Beatimmongy daia lür as 0 auah 9 retw 
schwindet, nnd 9 sich dann mit 9 contmnurlieh ftndert. Wftbrend 
ip von 0 bis n wäehtt, kommt 9 ron 0 sn einem solchen WttÜkt, 

das« CO81; = — 1, sin?; = 0, der also sicher ein ungerades Vielfache 
von n ist; da aber »lutj während dieses Laufes von (f nie negativ 
wird, so überschreitet 19 nie n, seine Grenzen sind daher 0 und n, 
und man hat 

Im allgemeinen Falle, wenn » imaginftr ist, kann 
dieselbe Snbstitotion mit den gleichen Bedingungen f)lr Anfang 
und Verlauf gemacht werden; es ist dann nnter cos 9 nnd aini} 

die ExponentidRrttoe iÜ±£± r«p. uid »>tor , «. 

SC Jit 

imaginärer Ausdruck i-^i^ verstehen. Hierbei konomen folgende 
Punkte in Betracht: 

1) ,,Wenn (p von 0 bis n durch das Beeile wächst, so XadeH 
„sich 7] von 0 (durchs Imaginäre) bis zu n, während der reeUe 
i,Theil f nie 71 im ganzen Verlaufe überschreitet, und C nie un- 
„endlich wird." Das Letate ist sofort klar, da df+cosy |^as*— 1 nie 

Heine, HanUbucli d. KugelfitaciImMB. 2 
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1$ tTheit m^KgfiuL §.8, e. 

eotccoBtC— 'BmffsbtC, daher anch Scoaif » e(+«-^ nie nmuMlIich 
wird; um das Erste m beweisen, brancbt man nnr zn zeigen, dass 

der reelle Theil von sini?, der sin f cos ist, nie negativ wird, — 
weil cosi'C immer positiv ist, also sin«cost{ das Zeichen von siuf 
hat. Daa Zeichen dieses reelien Theiles von sin 9 erkennt man 
als niebt negativ dnrcb einige eia^uAe Httlftsfttse, die hier folgen 
tmd spSter noeb mehrmals angewandt werden. 

Der reelle Theil von x = a-f 6t hat dasselbe Zeichen wie der 

1^1 a — bi 
von — • Denn — = , . . - • 

Wiblt man ^a?"— 1 so, dass der reelle Theil der Wnrzeln das 
Zeichen des reellen Theiles von x hat, so ist auch das Zeichen 



der imagmftren Theile von x nnd y«'— l gleich. War x reell 
nnd <1, so gilt der Sali offimbar nicht mehr. Beweis: Ist 

ya;*— 1 Äp+g« so wird der imaginäre Theil von x* gleich 2pqi; 
war X = a-\-bi , so wird derselbe 2abi. Hatten a und p gleiches 
Zek^en, so gilt demnacb dasselbe von b und q, 

Ist der reelle Theil von x positiv, so gilt dasselbe von dem 
reellen Theile von x-\-\x*—l und x — y^x*—!. Beweis: Denkt 
man sich y»"— 1 mit positivem reelleo Theile p, so kann man 
X = o+6f , yx*—l = p±qi setzen, wo also a nnd p positiv sind, 
(Annahme), b und q positive Grössen bezei^neo, und die oberen, 
ebenso auch die unteren Zeichen zusammengehören- Dana wird 
der reelle Theil von x-^yx*—!, gleich a+P» also poaitiv. Da 

femer « — l/»*— 1 e= ^ , so ist anch der reelle Theil von 

x — yx*—l oder a—p positiv. War x reell und <:l, so bedarf 
der Sali kmam Bcwdses. 

Hieraus folgt, dass der reelle Theil von (x-f-cos«jp ]'x*—l), der 
gleich a+f»coB9 wird, also im ungünstigsten Falle zu a—p herab- 
sinkt, positiv bleibt, also auch der von ■ ^ . ?, und 

acbliesslich der von sin«. 
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§.8, 6. 



2) Dm titiBgiiiÜreii OfÖttin pflegt man geoflMtritcli mit Httlfo 

«wfeier sich ?n einem Punkte A rechtwinklig schneidenden Ach- 
seu AX, der Aciise des Keelleu^ und yi) , der Aclise des Imaginären 
darBBstcslUw. Eine Zahl 17 » wird dtan durch den Ptukt 




V 



r 

der Eibene vorgestellt, dessen rechtwinklige Coordinaten auf das 
Syaten besogwoi wenn ob ein Coordiiiaieii»7ateni w&re, M9»9, f a( 
wia wfirden. Jede oontinttiriiclie Carve in der Ebene itelk eine 

continairliche Folge von Zahlen rj, und verschiedene krumme Linien^ 
welclie dieselben zwei Endpunkte verbinden, stellen verschiedene 
Arten (Wege) dar, auf welchen man continuirUch yon dem Werthe 
von 11, welcher dem enten Punkte entspricht, sa dem- geliMagen 
kann, welcher dem Letnten Punkte angehört 

Theilt mau eine Curve in n Theile nach solchem Gesetae^ dass 
mit wachsendem n die Theilpnnkte Überall n&her rllcken, und bei 
hinlfinglicb grossem n kein noch so kleiner gegebener Thefl ohne 

Theilpunkt bleibt; sind r]^, i?,, ... 1?« diese Theilpunkte, und be- 
zeichnet f\ti) eine für diese Carve continuirliche Function, so ist 
die Grenze der Summe 

) f(% ) + {V, -fit) f Mi- (v« -vn.i)rin»-i) 

fnr 00 das was man 




tber diesen. Weg integrirt,, nennt 

2» 



iQ f. Tli«a KntM KaiiteL fl 8, «. 

Wvd «in Bam in der Ebene daroh eme geMhkNiieiie Curre 
begreniiy und ]iet die Fanc^on /"(i?) die Eigenteheft^ dtis sie in- 

TTier zn demselben Werthe ftihrt, wenn man von demselben Punkte 
zu demselben zweitea ly", immer mit dem gleichen Werthe ^(v«) 
ausgehend, auf allen venchiedeneii Wegen innerhalb des geschlosae* 
neu Bauroes gelangt, so heisst die Function in diesem Baume mo* 
nodrom. Jede einwerthige Function ist daher fiberall monodrom. 

(Hebt — tisi mit abnehmenden h immer denselben 

Grenzwerth , man mag unter h eine reelle oder imaginäre Grösse 
Tersteheuy so heisst f(ii) monogen; geschieht dies nur in einem 

bestimmt umschlossenen Räume ^ so ist die Function in diesem 
Räume monogen, (liicmann nennt eine monogene und mouudrowe 
Function schlechtweg Function.) 

Fflr eine monogene und monodrome Function existirt immer 

ein ^f(^dii für jeden bestimmten Weg der Integration; die auf 

versehiedenen Wegen genommenen Integrale sind gleich, natürlich 
wenn sie dieselben zwei Endpunkte verbinden. Wenn ?; von einer 
reellen Grösse ^ abhängt; und tp von bis 9)" wächst; während 

Es ist coB»? eine monodrome und monogene Function von ij; 
jede ganze Jfuuctiou einer monodromen und monogenen Function 
iit ebento besehaflfSsn; folgücb auch (dr—eosij y»*— 1)*, 

Hieraus schliesst man, „dass^y(af— cosq y'ar'— l)"<ijy über ir- 

,,gend einen Weg integrirt, den 17 einschlägt um von 0 bis zu n 

„zu gelangen ; immer denselben Werth hat, also gleich dem In- 
„tegrale auf reellem Wege von 0 bis si ist". 

Werden diese Stttse der Beihe nach mit denen ad 1 Terbiiii- 
den, so ist dadurch der Beweis der Gleichung (G) geliefert. In 

der That wird dann J*"{^—w^^ y»*— gldich demselben 
Integrale auf dem imaginSren Wege 9, welcher ad 1 beamcbset 
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ist; dann * 



co8^ jf^^—^y-^d^ 
imd nadi d«r Subtlitiition des Wartkei tm 17 m ^ 



-/ 



Bei dem lieutigeii lS^nde der Wissenschaft schien es nicht 
zweokmKssigy Betrachtaag«n wie die ad 2 hier gSnalich mbzu- 
■cUieMeBy xuinal jetet, wo bereits elementare Darstellungen der 

Lehre von den Functionen einer imaginären Veränderlichen existl^ 
ren von der hier die einfachsten Sätze angeführt wurden.] 

Anmerkung. Dieselbe Gleichung (6) besteht noch fär ge- 
brochene n, wenn man nur die Potenz gehörig bestimmt, x mag 
reell oder imaginär sein; die Beschränkung dieses Paragraphen 
über das Zeichen des reellen Theiles von x bleibt bestehen. Setat 
man nSmlich fest^ dass (ar+cos^ y'«*— !)■ ftlr tp gleich 0 irgend 
eine bestimmte Potenz se?^ so wird; da dieser Ausdruck, wShrend 
(p von 0 bis n reell wächst, nie durch 0 geht, sein Werth im gan- 
zen Verlaufe bestimmt. Da ferner 

'-T—r 1 
a; — cosjy jj;— 1=— - — , 

xr+coer/p » 
80 wird, während fp wächst, das durcli die (rleichungen be- 
stimmte f) nie die linke Seite zu 0 machen; giebt man ihrer w*^" 
Potenz für ^ ss 0 als Werth 1 dividirt durch den gewählten Anfangs- 
Werth yon (x+costp '}/x*—l)*, so moss ihr Werth auch im ganzen 
Verlaufe bestimmt sein. Es wird also 

y- ~=== 7 = /(«--cos» l/«*^l)»<<V, 
^ («H-cosy ^ 

das Integral rechts von 17 s 0 his ij^n auf einem bestimmten 

imaginären Wege w (man vergl. die Figur), der ad 1 besprochen 
ist, genommen. Die Gleichung {ß) gilt daher noch immer, wenn 

*) Man vergl. die ersten Seiten der Arbeiten von Briot und Boiiqwet, 
entweder Journal de Tt-cole imperiale [ioIn teclniiquc Cahier 36: Etüde des fonctions 
d'ane variable imaginairc, uder Theorie des fonctions doublemcnt periodiques et, 
es ^rticuUer, des fonctions elliptiqnes. Paris, 1859. 



st !• Tktil. Erstes X^t«I. §. 8, e* 

68 erlaubt ist, statt über w, Uber den reellen Weg e, der O und n 

verbindet, zu intcgriren. Dies ist aber erlaubt, wenn jr— cos»/ |^.r* — 1 
in dem durch c und fr begrenzten Ivaumc nie verschwindet; dass 
dies nie geschieht, lässt sich dadurch beweisen, dass man seigty 
wie es jetst geschehen soll, der reelle Theil von a;— cos^ y«* — 1 
sei in jenem Baume immer positiT. 

Am Rande des Raumes, d. h. wenn tj auf r oder auf fr bleibt 
ist dies der Fall; ersteres folgt aus den Untersuchungen ad 1, in- 
dem nach d^ dortigmi Beseiohnung der reelle Theil pcosig 
wird. Bleibt if auf w, so hat man 

«— cosij ^af*— 1 SÄ ^ ■ ; 

der reelle Theil der rechten Seite hat sich aber schon als positiv 
' erwiesen y so dass auch der -der linken Seite positiv ist. Könnte 

nun .r cos»; ^x*— 1 einen nicht positiven reellen Tlicii im um- 
schlossenen Räume erhalten | so würde daraus, dass er Uberall am 
Bande, die Curve w und o entlang» positiv bleibt, folgen, dass flur 
ein ri im Innern dieser Theil ein. Minimum besitzt, was nicht eiof 
treten kann. 

Beweis. Setzt man 

m = co8(flr+/9i) 

= 

so wird der reelle Theil von (a; — cosi? yx*—l) gleich 

il+Beos«co8t(-f Csinssmtj^ 

wo 

A as COSOC08t/9y 

, =B — tsrntj^costtj 

C = tsina 

Soll dieser für eine Combination i, C ein Minimum orreichen, so 
n^Us^en f^r dieselbe die Differentialquotienten von 

i4 + cos « cos t f + Csin « 81 n t c 

nach i und ^ verschwinden ; es soll also zugleich 

ßsin«c08i^— Ccosfsin«^ = 0 
Cstnccosi^— ^coscsin»£ = 0, 
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d. h. — = ~ sein (wenn nicht BssO und dann auch C»0 vird). 

Uieruus folgt B*=C*, oder ß = C=s^O, da B reell, C imaginär ist} 
M redunirt sieh demnaoli der untamidittt TiieU aal die GoA* 
itante mnA kann folgfieh kcia Miwinwmi heeitMii^ 

§• 9 Aus den bisher entwickelten Formen der Kugelfunciion 
sollen zun&chst einige einfache 8chltt8se gezogen werden. 

Aus (1) folgt, dass für a? = 0 die Grösse (1+a*)"* die Func- 
tion jP" erzeugt. Daher ist für ein ungerades n, P"(0) = 0^ für ein 
gerades 

Für ein unendliches x wird unendlich^ und zwar so, dass 
J^(«).«-" Air dp s 00 in ! •^•^•••(^"^^) übergeht 

Bftmmtliche Wlirseln der Gleichung f*(x)ssO sind 
reell' und kleiner als 1. Beweit: Sind die Wnrzöln einer 

Gleichung ■ip(x) = 0 sämmtlich reell, und liegen sie zwischen a 
und 6, so gilt das Gleiche bekanntlich von den Wurzeln des ersten 
Differentialquotienten fp^(x), also aueh von denen jedes folgenden 
^«•)(jr). Ist im besonderen Falle ^(x) = (x^—l)% so müssen daher 
sännndiefae Wonelii der Gleiehnng 

oder nach (3) von P^(x) = 0, zwischen —1 und +1 liegen und 

reell sein. 

Dass diese Wurzeln sämmtlich verschieden sind« 
•oll §.11 bewiesen werden; 1 selbst gehört nicht zu ihnen ^ da 
P"(l) 3s 1 (§.3). Ist a eine Wurzel, so ist auch >-cr eine solche) 

da P'*{a) = dL^" Ä^^^o werden für ein gerades m die Wurzeln 

von P'(x) =5 0, ftlr ein ungerades von — ^ — = 0 paarweise gleich 

und entgegengesetzt. Die numerischen Werthe der Wurzeln für 
die ersten ii findet man unter Anwendungen I, MecbaniscHe 
Quadratur, angegeben« 
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h TheiL IMm Kapitel. §. IQ, 6. 

Der hier bewiesene Satz ist zuerst von Legen dre aa%esteUt 

tind bewiesen, und zwar in den Memoiren der Akademie*) von 
1784 für einen geraden Index w, in den Excrciccs für alle gan- 
zen ti. Die Methode von Legendr e wird im 2ten Theile §• 89 
auf eine ähnlielie üntenwirJinng Mugewandt; die hier angiegtbeiie 
verdankt man Jacobi***), 

§. 10. Ein Integral von neuer Gestalt bat Diricklet f) 
für P'*(cos6') unter der Voraussetzung entwickelt, dass 0 einen 
reellen Bogen bezeichnet. Man bedient sich zur Ableitung des- 
selben einer Formel, die in einem einfachen besonderen Falle be- 
reits §. 6 angewandt wurde. Ist nimlich f(tp) in eine tr%onome- 
trische Reihe 

f((f^ = siny-f bin2g)-j"<*» »in^y-f etc. 

oder in 

f(ip) SS 4^« + ^1 cos ^ + 6} cos 2^ 4* etc. 
entwickelti die .für alle <p von 0 bis n die Function f(q>) dantellty 
so wird resp. 

2 Z*^ 
«m — / f(^) sin mq> 

0 

2 ^ 

6g, XB / f(if>) cos mw d(p. 

Durch Multiplication der ersten Gleichung mit sin m(f> und der zwei* 
ten mit cosm^, und Integration nach ^ von 0 bis «i, nach der 
alle a und h bis auf a» resp. bm fortfallen, wird dieser Satz auf 
der Stelle bewiesen. 

Bei einigen spateren Untcrsucluingcn kommt ein bekannter 
Hülfssatz zur Anwendung, von dem der Yoretehende nur einige 
Funkte enthält) diese Stelle scheint angemessen zur BinliUhrnBg 
des HtlUssatses: ff) 



•) 8. 874. 

*•) Bd. II, 8. 254. 

***) Grelle, Journal f. Math. Bd. I: Ucbcr Gauss iraoe Methods, di« 

Wertbe der Integrale nllbeningsweiae zu finden, S. 306. 
t) CrclU', Journal f. Math Bd. XVII, f<.41. 

f+) Der erste strenge Beweis dieses Satzes ist von Diriohlet im IV'"» Bande 
des Crelle*seheii Jonnials S. I67*~169 gegeben; beseadtis sa empHAkB lir das 
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§. 10^ 6. L Theil. Erstem Kapitel 25 

^Bezeichnet f((f ) eine zwischen (p = 0 und ^ » tff willkÜrKeh 
j^gegebene einwertbigc FuDction, die immer endlich bleibt^ so läsBt 
^«ch f(<f) in eine trigonometrische Eetbe 

f(if) OB 4*^ +6, coe^-f fr,eo89^-f etc. 

+ a^ sin (p + (tf sin 2^ -f- ©te. 
entwickeln, deren Coefficienten a und b durch die Gleichungen 



Om " "J^y^ /"(y) 
u 

6» « — y rty) co8«v 



^bestimmt sind." [Ist die Function f(qt) an einer Stelle unstetig, 
80 stellt an dieser die Reihe nicht f(jji) dar, sondern das arith- 
metische Mittel aus den swet dieser Stelle angchörigen Ordinaten, 
die man mit /"(qp+O) und f((p — 0) bezeichnen kann, indem man 
unter diesen Zeichen die Grenzen von f{9+*) und fi<p — *) für 
abnehmende Werthe der positiven Grösse f Torsteht] 

Hier reicht der vorerwfthnte einfachere Sats aus; es tritt aber 
der Umstand ein, dass f{(p) niclit im i^anzeu Intervalle von 0 bis n 
durch ein und dieselbe Form gegeben ist, sondern von ^> bis zu 
einer gewissen Grösse d durch einen Ausdruck F(<p), von 0 bis n 
durch einen anderen Ausdruck G(gi), Um die Coefficienten a und 
b zn bestimmen, wird man dann am bequemsten die Integrale, 
welche die Coefficienten ausdrücken, in zwei zerlegen, das eine von 
0 bis 0, das andere von d bis n, und für f in dem einen die 
Function F, in dem andern G setzen, je nachdem f der eine oder 
andere Werth ankommt. Dadurch ergiebt sich 

F{(p) cos I 0 (y) cos »ly (lg>. 

Mit diesen Hülfamitteln versehen, denke man sich, es sei ge- 



Studium desselben int die zweite Ausarbeitung von Diriclilit in Dove's 
Kepertorium Bd. f, Berlin 1837, S, 152 — 174, in wrlcht r die .Sätze über bcstimaite 
Integrale, auf welche eicb der Beweis 8tützt, einfach und mit gewohnter Strenge 
»bgeleitet nad. 
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M I. Theil. EtBteä K«piteL §.10^8, 

•tutet, im Glekhiing (1) 

^ — . s»"a'»J>*(cos^) 

auf den Fall ansuwenden, daas if(o)sa l, tmd aetae « =r ev. Dann 
aerfUlt die rechte Sehe in einen reellen Theil 

P° (co8 ö) -f cos 9 P' (cos 0) + cos 2(pF* (cos 0 ) -f etc. 
uud einen imaginären, der, durck Divisien yon i befreit, die Biniia- 
r^he 

8inyP*(coB<?)+8in;2^pP«(cogö)+8in3yP»(cos^)+etc. 
giebt Zerftilt man die linke Seite gleichfalts in ihren reellen 
Theil Ä lind den imaginären tS, so ist R gleich der oberen, der 
Cosinusreihe, iS gleich der Sinusreihe zu aetaea. lüun wird für 

1— 2acos^+a* » 2e^(coBf ~CO80), 
und cos ^ — cos ^ ist positiv, wenn tp <. d (man denke sich 

O^Ö<;r), sonst negativ. Daher liat mau 

j-^ cosjy ein^y (w<d\ 

y2(cos9— cos<?) ' y2(cos9 — C08(^) 

y2(cosÖ— cos^) >^2(cosÖ — cos^) 

Es entstehen also die beiden Dirichl et'schen Formen für P": 

(7) ... P*(C08Ö) » 

2 Z*^ cos4yco8ity ^ 2^ sin tycoswy 

"•u 1^2 (cos y — cos }/2(co8Ö — cosyj 

(8) ... P"(C08^) « 

— — Biniysinfwy 2_ cos ^ ysi n/iy 

}/2(C08y — C0S"ÖJ |'2(C03^-^=^^0S^ 

in deren erster, wie die vorausgeschickten Sätae über Bestimmung 
von GoeiBcienten trigonometrischer Reiben seigeuj für n^O die 
Hälfte der rechten Seite zu nehmen ist, während die zweite (8) 
für n = 0 überhaupt nicht gilt, da die Öinusreihe kein Glied 
enthält, sondern erst mit sinyP' beginnt. 

£8 ist nothwendig, die Gleichungen (7) und (8) au verificiren, 
da sie unter der nicht erwiesenen Annahme entstanden sind, dasa 
die Gleichung (1) noch für a == c'V anwendbar bleibt. Dazu wer- 
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1^ 10^ 8* ^ TheiL Entes Ki^iteU 27 

den die rechten »Seiteii mit a" multiplicirt, wo o eine hinlänglich 
kleine Grösse vorstellt; es zeigt sich dann, dass diese Producte 
eine convergente Reihe bilden, und dass die Summe der Reihe 
genan (1— 2«co8^-f o')"* giebt, wenn man (7), dasselbe weniger 1 
wenn man (R) benutzt hat. Da dei' gleiche Ausdruck nach (1) bei 
seiner Entwickelung nach Potenzen von a, als Coefficient von a* 
grade giebt, so ist hierdurch erwiesen, dass P* durch (7) und 
(8) ausgedruckt wird. 

Um diese Andeutungen weiter auszutühren, setze man das 

erste Integral in (7) gleich Hn, das zweite, welches später auftritt 

gleich IT«. Es ist also 

_ 2 /*• cos \(p cos uq) , 
H,tss — # — — -i^— -= - 

} 2 (cos y — cos Ö) 

und diese Grösse wird kleiner als 1. Denn da cosii^<l und 
coB iip positiv bleibt, so entsteht 



H < — r ^^^^^^'f 



9 

oder nach der Substitution sin|^ asssin^^.* 

d. h. <: 1* Daher ist die Reihe Suf^Bn tkber alle n sammirt con- 
▼ergent, sobald «<! genommen wird, und ihre Summe gleich' 

cos 4 fp d(f 



nJ 19 



(I -f « cos 9 + cos 2^ + etc.), 



V2(Q08^ — cosö) 

oder nach Ausführung der Summation des einfachen nach Potensen 
▼on «t geordneten Ausdruckes 

cos \ (p (Up 



^2 (cos y — cos (^) l — iJacos^-f 

Die Integration lässt sich ausführen, wenn man für 9 den Win- 
kel ^ durch die Substitution 

«in^ff = sin ^6^ sin 1/; 
einführt; dann wird der Ausdruck gleich 

Ji «j/ (1— a)'c08*V'+ (1— 2acos(?+«*)«>B*v 



t. Tlidil. EfftM Kapital.* §. 10, 8. 

oder endlich gleiob 



|/l>-2acoB^+a* 

Nachdem nun die Summe -^cf"//„ ausgeführt ist, lässt Ha'K^ sieh 
ohne Wiederholung der Hechnung bestimmen^ indem sich Km durch 
die Substitution it — für ^ in 

» yf ]/2(co87)— co8(if— ^ 

verwandelt. E» wird also 2a" Kn, gleich 

Ä jyC— «> coa^ycoBwycfy 

« •/ y2(cosy— co8(u— 65)' 

«US Su*H» durch gleichseitige Vertaoschung von a und 0 mit —0 

und n^d gewonnen, daher gleich 

also, wie su beweisen war 

«sc I 

«s=<J ^ yi— 2aco8Ö-f 

Um auch die Formel (8) zu verificiren, multiplicire man die 
rechte Seite wiederum mit a", und sunomire nach n von 1 bis oc, 
scbliesse also den Werth n s 0 aus, fUr den die Gleichung nicht 
zu beweisen ist Man zeigt wie. oben, dass die Reihe conTorgiit 
wenn « < 1, nnd betrachtet gesondert den Theil, welcher das erste 
Glied in (8) zur Summe liefert und den, welcher vom ssweitcn her- 
stammt. Der erste ist 

/ ^ (fltRiny4-a^ftin2<jp-f tt'ain.jy-ffitf.,) 

y 2 (cos — cos d) 
oder, wenn die Sinusreihe summirt, und der Werth 

a sin cf sin \ (f 
1— 2acoa^4-a* 

durch 

(1 - aYcoslffp 



4cosiv-~l 



1 — ^acosy + a* 

ersetzt wird, gleich 

* cos^yd» ^ . - 

y2(co89— cos^) ^ yi— 2«cos^H-a» * 
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J. 11^ 8. L Theil. Entea lUpitel. 29 

iB difiier Formel kann nmn noch 

COB \(p d ff 



-f 



*^ ^2 (coB^ — cos 

mit seinem Werthe —i (s. ob.) TertauBchen. 

Der zweite Theil folgt ans dem ersten, ftlinlich wie bei Be- 
trachtung von (7), durch gleichzeitige Vertauachuug von a und 0 
mit — a und n-^ß, wird also 

14-tt 

— 4 + A -=======•• 

Vl-^«coatf+«» 

Durch Addition beider Theile und ilinzutüguug von P^cosÖ) = 1 

entsteht endlich die jSumme 

1 

1^1— aacos^+o*^ 
Es ist sonach genau bewiesen, dass (7) und (8), mit den oben an- 
gegebenen Beschränkungen für n = 0, ^"(003^) wirklich darstellen. 

§. 11. In der Einleitung zeigte sich, dass P"(a;) die Lösung 
einer Differentialgleichung sei, auf welche man einfach ge- 
führt wurde, wenn man den von La place zuerst <i;cwühlten Weg 
anschlug. Nach dem hier gewählten Gange ist die folgende Art» 
jene Gleichung mit Legend re*) abzuleiten zweckmXssiger. 

Mit der Bezeichnung des §. 3 findet man dorch directes Dif- 
ferentiiren 



Hieraus ergiebt sieb 



ax da 



ond durch Subtraction die Differentialgleichung von T 



*) BzercICM T. II, pag. 2j7, No. ISS. 



90 I. TbeU. EmtM JCi|^l.. §r« 9t( 

Setzt man fUr 7 die Reihe <£a**P"(a;), und bemerkt, data 

= »(»+1)«", 

daas die linke Seite der Differentialgleicliuiig demnach wiedor eine 
nach Potenzen von a geortlnet<^ Reihe wird, die nur dann ver- 
gehwinden kann, wenn jedea Glied für sicli verschwindet: so findet 
man, indem daa »** Glied Null gesetzt wird, die Differentialglei- 
chung der Kngelinnction 

• (9)... (l-««)^!^_2«i^+ii(»+l)l'"(«)a.O. 

Diese DiiTerentialgleichung zweiter Ordnung liiaat sich volUtfiadig 
integriren, sobald zwei verschiedene particnläre Losungen gegeben 
sind: ist eine von diesen eine ganze Function von x, nicht aber 
die andere, so inuss die erste bis auf einen coustanten Factor n^it 
^"(0;) übereinstimmen. 

Hier siebt man auch (§.9), dass die Wurzeln der Glei- 
chung i^sO sftmmtlich verschieden sind. Denn h&tte If*^ 
gleiche Wurzeln x^a, wo a nicht 1 sein kann (§. 3), so wttrde 

dP" 

filr opsa nicht nur veraehwinden , sondern auch und 

nach (9) auch -^j-- Differentiirt man (9) noch mehrere Male, ao 

entsteht immer eine lineare Beziehung zwischen P* und seinen 
Differentialquotienten, die daher alle Air ir » a verschwinden roüss- 

ten. Es wäre also P" bis auf einen coustanten Factor (x— o)", 
was nicht der Fall ist. 

An merk. Setzt man für x einen Ausdruck, wie er §• 1 dnreh 
cos/ bezeichnet wurde, nämlich 

wo a'-f-Z**-f f' = 1, so lilsfit ftich zeigen, da?s P^ix) der partiellen 
Differentialgleichung (6) des §.2 genUgt. Man vcrgl. im zweiten 
Theile §. 60. 

§. 12. Die gefundene Differentialgleichung (9) tritt bei vielen 
Untersuchungen auf, und nimmt durch Einführung neuer Ver- 
finderlichen Formen an, in denen man ihre ursprüngliche Geatalt 
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nicbt tofort erkennt E« fiollen deshalb die am hSnfigaten Tor- 

kommenden Transformationen hier zusaniraengestellt werden. 

Die ursprungliche Grefttalt der Gleichung, von welcher eine 
Lösung « s P''(x) i&t, war nach §. U 

(a) ... (l-*')g~~2ir-^+«(«4-l)*«0; 
ohne weitere Suhatitotionen ISast sie aich ofibnbar in 

(b) ... = 0 

vmgealalten. Durch die Subttitiition at » eoa^ geht (a) in 

(c) ... ggf +cotangÖ.-g^4-«("+l)* = ^ 
oder auch in 

-^ • .i 

(d) ... gj^J^+ii(ii+l)»inö.a = 0 

ftWy in welcher Gestalt eie bereits §. 2, h auftrat. Wird fttr or 

eioe Grösse ^ durch die Gleichung ^*4~*<^* = 1 eingeführt, so entsteht 

(*)... p(p-i«)|^+(2e«-i)-g— 0. 



Wie (k) tm (a) oder (d) ans (e)^ m folgt nu («) 

de 



(/•)... »'(.'-l S ll(lH-l)f« =. 0, 



die Form, welche bei Lame*) vorkommt, auf deren Zusammen- 
hang mit (a) der Verfasser **) Innwies. Endlich gestalte man 
noch (a) dnrch die Snbatitotion um, walche schon §.4 erwähnt 
war und die von grosser Bedeutung sein wird, uSmlich dnrch 

und findet dann 

(»)... i'(i-f ')0-2f'||-«("+i)(i-4')» = 0. 



*) Lionrille, Journal de Mathuuiatiqaes , Tom. IV': Sur l'cqailibre des 
temp^raturc« dans les corps sulidcs hoaiogenes de furine elLipsoidAlc , conceruaut 
partienlltoeaMiit l«i ellipsoidM de rtfrohition p. 361. 

**) IMwattstio inaagnnlis: De sequationilMM nouuillis dlfferentislibus, 
BeraUai 184S und Cnlle, J. UMsth. JM.XXni IMber eiaiieMMbeB, wdehe 
anf partielle DüEwentlslgieipbaBgea Mama, 8. MO. 
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32 



Entwickeliing naeh Kngelfonctioneii, 

§. 13. Die Differentialgleichiuig der Kugelfanctionen (9) wird 
in dem folgenden Kapitel yoUstandig integrirt; in dem gegen- 
wärtigen sollen einige Entwickelungen von Functionen einer Ver- 
änderlichen nach den F ausgeführt werden. In der Abhandlung, 
welcher der Ausdruck yon F durch die Integrale (7) und (8) eal- 
nominen wurde, beweist Dirlchlet einen allgemeinen Sats, den 
man im sweiteo Tbeile im 5ten Kapitel linden wird, und der eine 
wichtige \'ervollständigung dieses Kapitels giebt, aus welcliem folgt, 
dass jede Function f{x}, die zwischen j- = — 1 und x = l endlich 
bleibti in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe 
(10) . . . f(x) = A.P^lx)+A,P*ix)+A,PHx)^ etc. 
entwickelt werden kann, in der die A von x unabhängige Constante 
bezeichnen. Dies allgemeine Kesultat wird hier nur erwähnt, soll 
aber weil es an dieser Stelle noch nicht bewiesen ist, hier keine 
Anwendung finden. 

§. 14. LSsst sich eine Function f(x) durch (10) darstellen, so 
kann man jedes Mal die Cocfficienten ^'1 durch ein Integral bestim- 
men; indem dieses hier gezeigt wird, stellt sich zugleich heraus, 
dasB eine solche Eniwickelnng, wenn sie Überhaupt möglich ist, 
nur auf eine Art geschehen kann. Es ist dasu der Beweis des 
Httlfsataes erforderlich, dass 

^V(»)J^(at)ii» 

verschwindet, wenn m und fi yerschieden sind, dass dies Integral 

gleich 2^*^ wird, wenn »1 = 11. Den Kern dieses Satzes in noch 

allgemeinerer (1 estalt hat Laplace*) bewiesen; gerade in dieser 
Gestalt ist der Satz von Legendre nachgewiesen**) und zwar 
suerst für gerade Indices m und n, später für beliebige Indicea« 



•> ÜMMiMli 4er PtriMT Akstei« Jahr» 1782 fl. 16B. 
*•) Mmoinii too 1784 8.878 naä tmi 1789 0.884. 
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J. 14, 10. Theil. Zweites JUpitel. 33 

La place bedient sich zum BeweiM eimor leittei bei Difie* 

rentialgleicliungen liänfig angewandteu Methode, indem Cr darch 
MaltipUcation von (9) in der Form (6) des §.12 mit P^C«) und 
InfflgimtioB Mch af too bis 1 erbSU 

Integrirt man rechts durch Theile, und wendet, wie es bei ähn- 
Ueher Gelegenheit blofig geschiebt, die Beseicbirang {V^)]^ «o» 
um damit die Differenz ip{b) — %p {a) anszndrQcken, so ▼erwandell 

sich die rechte Seite der vorigen Gleichung in 

Der von der Intepration iVeio Theil verschwindet för «»il; 
das Integral gebt dorch Wiederholung der Operation in 

-['■"->aV''-^('-->?)'- 

slso in das letste Integral allein fiber, weil der Theil, welcher vor 
dem Integrale steht, wiederum verscbwindet. Da ferner der 

Differentialgleichung 

genügt, so wird endlich 

d. fa. das Integral selbst gleich 0, wenn m und n Tenchieden sind. 

Leg andre beweist seine Resultate an der zweiten Stelle, in- 
dem er von 

dm 



(•) 



... f— 



anseht. Da 

Hcioe, Ilanilbuch «1. KugelftuicUoneo. 3 
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34 I. Thtih ZwoUes KAjiitd. g. 14^ iQ. 

80 ist (a), weaii widdieh 

und nur dann, von q nnabhtogig und der Factor von in d«r 

EntwickeluDg von (a) wird gleich 

Bein ullMon. Diob seigC rieh in der Tbat, indem (a) aoagefillurt 

giebt. Da aber bereits der erste Theil des Satzes, welcher sich 
auf verschiedene Indices m und n bezieht , erwiesen ist, so kann 
man mn eine einfaohero Bechnnag sa haben statt (a) den ein* 
fächeren Ausdmck ss i geseilt) 

1 1 -f r . 

benutzen, der gleich —log ^ ^ ist. Andrerseits wird er 

also gleich der Doppelsummo nach m und n Ton 0 bis oo: 

—1 

Da die Glieder verschwindeui jn denen m und n verschieden aind, 
so redncirt sich die Doppelsnnime auf die einfache 

welche gleich 

" 2ji-f 1 
sein muss, so dass schliesslich 

2 



/\p\x)y 



2»+l 
geltmden vird. 
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§. 15, 11. I. TheiL Zweites KApitel. 35 

§. 15. Die "wirkliche Bestimmung der Coefficienten A 
in (10) erfolgt mm auf eine Art, welche ganz analog der bekannten 
Methode ist, welche bei der ähnlichen Aufgabe angewandt wird, 
die sich auf trigonometrische Reihen bezieht. Multiplicirt man 
nämlich, um A„ zu finden, die Gleichung (10) mit i**'(x), und in- 
tegrirt nach x auf beiden Seiten von — 1 bis 1, so entsteht nach 
Anwendung der beiden Resultate des vorigen Abschnittes 

(11) ... A. = ?!^f'f{x)P''{x)djr. 

—I 

Wäre f{x) noch auf eine zweite Art in eine nach Kugel- 
functionen fortschreitende Reihe 

fix) = B,P'{x)-\-B,P'(x) + B,P'{x) + etc. 
entwickelt, so dass 

l^A,P"{x)^2B^P'{x) 
ist, so giebt dasselbe Verfahren der Multiplication durch P"(a:) und 
der Integration nach a; von —1 bis 1, A„ = B„y also den Satz, dass 
eine Function nur auf eine Art nach Kugelfunctionen entwickel- 
bar ist. 

Man zieht endlich hieraus den Zusatz, dass alle i4 verschwin- 
den müssen, wenn für alle x von —1 bis 1 

A,P^{x) + A,P'{x)'\- A,P' (x) + etc. 
Null wird; denn eine Entwickclung von 0, mit der die vor- 
stehende übereinstimmen muss, ist O.P®-f O.P'-fetc. 

Man wird hieraus hinlänglich erkannt haben, wie die Coeffi- 
cienten - Bestimmung und der Beweis von der Einheit der Ent- 
wickclung sich aus dem Satze über das Integral im §.14 ergiebt; 
an mehreren folgenden Stellen kann man ähnliche Sätze für all- 
gemeinere Entwickelungen mit Hülfe eines ganz entsprechenden 
Satres über ein Integral herleiten. An jenen Orten wird es 
nun erlaubt sein, ohne die Schlüsse dieses Paragraphen 
zu wiederholen^ sogleich die ähnlichen Folgerungen zu 
ziehen. 

Anmerk. Zur Ermittelung des Werthes von ^ P^P^dx kann 

man sich auch der Formel (3) bedienen, durch welche das In- 

3* 



8Q t TliviL Zweitof KiiML §. 1$, lt. 

I^|ft| in' 



2-»+" JI(f»)iI(fi) _ ^ 



übergeht. Eine »fache Integration durch Theile verwandelt diesen 
Ausdruck wenn n^m in 

. (-l)"Jj(2M) /' ><r""(a?*-ir ^, 

indem (a?*—!)" die Wurzeln ±1, mfach enthSlt, also «eine «—l 

ersten Differentialquotienten für ir = Hhl verschwinden. Warjw^n 
RO giebt die Integration sofort 0; war m = n, so hat man 
(-l)''J T(2/0 , 2./I(2n) n , . 2 

2^"ji(ii)ji(»)y^ ^ ' Jl(ii)Jl(«)»/j ^ ' 2«-|-i 

§. 16. Da eine grosse Anzalil wiclitigcr Functionen in Reilien- 
form nach aufsteigenden Potenzen von x entwickelt vorkommt, so 
tnvd'inan diese (M. vergl. §.17 und 19), abgesehen von der Conver- 
gens, inDhKiigdfbnctionen ordnen können, wenn man im Stande 
ist, jede ganse Potenas von « a. B. tn die Form der 
Reihe (10) zu bringen. 

Zunächst lässt sich zeigen, dass es möglich ist x'* nach Kugel- 
functionen su entwickeln; denn nach (2) lässt sieb «" Uiiear darck 
P"(«), af-*, etc. anadrttcken, wieder durch P"*'(«), 
ete., also endlich linear durch P" etc. bis P» 

und X, oder bis und a;°. Bemerkt man , dass x = P\ 1 =» P', 
80 folgt aus dieser Betrachtung , dass es erlaubt ist 

«• = 4.P»+it..,P"->)+-4^p-^(«)+ etc. 
an aetsen. Naeh (11) ist dann 

wenn m der Reihe nach die pofitifen Zahlen n, «— 2, «—-4 etc. 
▼oratellt 

' - Der Werth diesea Integrals llsst sich ermHteh, selbst 

wenn nicht, wie liicr^ 7i eine ganze Zahl bedeutet; es darf bei den 
zunächst folgenden Kechnungen u eine beliebige gebrochene Zahl 
Torstellen, auch jteggixv wSn, musa in letzterem Falle aber < 1 ge- 
nommen weorden, wenn « geradey <2, wenn jn ungerade ist. Der 



{. 1^ 11. 1. TheiL Zweites Kapitd. 87 

&o verallgemeiuerie Iiilcgral betracliteu wir zuerst^ und geheu ddon 
zur EntwickeiuDg der ganzen Potenz a;% deren Möglichkeit allein 
imtennolit war, zurück. 

Ks ist klar, daLSsAm Air ein ganzes n vorschwindet| wenn n<.m. 
In diesem Falle würde nänUeh die Entwickelong von nach Ko* 
gclfunctionen, deren Form man schon kennt, kein P* enihalteD^ 

also die ganze Reihe für x" nach Multiplicatlon durch P"* und In- 
tegration in Bezug auf x zwischen —1 und -j-l verschwinden. Hier- 
aus folgt, dass auch 

0 

verschwindet, wenn n ganz, w <. ff», ffi — n eine gerade Zahl ist; in 
diesem Falle enthält nämlich x'*P'* nur gerade Potenzen von x, das 
Integral zwischen 0 und 1 ist also die Hälfte desselben zwischen 
— 1 und 1. , 

Hier erhält man gelegentlich den öatz, doss 

^tp{x)P'^(x)dx 



—1 

verschwindet, wenn eine ganze Function von x von 
geringerem als dem m''" Grade vorstellt. 

Die Function P'^{x) hat die Form 

P"*(a;) = ax-+/ya?*~"+ya;"'-* 4- etc., 
wenn a, ß, oto. gewisse bekannte Zahlcoefficienten bezeichnen, 
deren Werth man aus (2) ersehen kann«; es ergiebt sich daher, 

wenn n beliebig bleibt, und nur den oben angegebenen Bedingun- 
gen unterworfen ist, (wenn es negativ genommen werden soll). 

Die rechte »Seite, auf gleiclic Bcncnnuni; p;cbracht, verschaflt einen 
Zähler der nach n eine ganze Function ist, und zwar je nachdem 

fl» gerade oder ungerade ist vom Grade oder ~~2~' ^'^^ ferner 

ftlr fisfn— 3, m— 4, etc. d, 0 un ersten Falle, im zwdten für 
fis5M_2, fti— 4, etc. 3, 1 verschwindet. Das Integral ist ahso 
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resp. gkfich 



(n—l){u -:])...(«- w + 2) 



{m ungerade), 



(n-\- m -f 1 j (« -f »• — 1) . . . (« -f 2) 
wo k eine Constante nacli ji beseichnet Da fUr n s oo nad ein 
endliobet tu 

0 

d. 1j. gleich = 1 wird, so ist Ä = 1, und man findet 

/W(.)«te = — pfcflÄ^iL^, (»gerade) 

(«-l)(,.-3)...(»-m + 2) ,„„„,s 

Kehren wir sn unserer Entwickelung znrttck, so handelt es 

sich hier um den Fall eines ganzen n, nnd eines »i, welches so 
beschaffen ist, dass 7i—m nicht negativ und gerade ist. Multiplicirt 
man in diesem Falle die erste Formel im Zähler und Nenner durch 
1.3.5...(»— 1) und 2.4.6...(fi— 1») die sweite durch 1.3.5...» und 
2.4e6...(ii— m), so entsteht 

jjii 

(12) • . . ii, sss (2jn 4-1) , ■ ... o — r— ; ttV' 

Die Entwickclung von x" wird daher 

IHeee Untersudiungen rühren von Legendre*) her, der aoerst Am 

für gerade i», in den späteren Arbeiten für alle ganze m und be- 
liebige n, natürlich mit den hier gemachten Beschränkungen, ohne 
die das Int^al seine Bedeutung verlieren würde, ableitet. 

§. 17« Ein Beispiel von der Art, wie der Ausdruck des 
§•16 filr angewandt werden kann, um eine gegebene Potens- 
reihe nach Kugelt'unctionen zu entwickeln, bietet die Function 

1 1 X X* 

SB — ^--4. ---j-etc, 

y— » jf jf* a* 



*) Menalmi ron ilH 8. B7S and Emroieas Tom. II, S. SSS. 
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dar, die eonvcrgirt, so lange x<: y. Werden die Potenaeto von sß 

nach der erwähnten Formel in Kugclfunetionen umgesetzt, und alle 
Glieder gesammelt; welche dasselbe P enthalten, so entsteht eine 
Beike ven der verlangten ArU Za dem Güede, welcbes F^ix) 

enthält, tragen die Glieder der ursprünglichen ßeihe etc. 

bei, nttmUch resp. 

(2«+l)n(n) (2it+l)JI(n+2) . 

1.3.6...(2/i4-l}^ ' 2.1.3...(2fi+3)^ ' 

setzt man also 

(l»+l)(n4-2)(>.-fn)(. + 4) N 
^ 2.4(2114-3) (2j|-i-öj ^ -r«v.y 



so wird 



(14)... ^f:j=j;^(2»+i)i'"(^)(?"(i^). 



Die voraiehende Entwickefaing, welche vom Verfasser *) mltgetheilt 

wurde, gilt nicht wie die Potenzreiho immer wenn x <, y ; es irit 
sicher ausserdem erforderlich, dass y grösser als 1 sei. Vorläutig 
wird man einsehen, dass die Entwickelung nicht mehr nothwendig 
unter den irttheren Bedingongen gilt, indem die Glieder der ur- 
sprünglichen Beihe verschoben und vertheilt wurden, um die neue 
zu verschaffen, so wie, dass die Keihe Q"* nur convcrgirt, wenn 
y > 1 ist; an einer anderen Stelle soll die Convcrgenz und der 
Werth der Beihe (14) für reelle und imaginäre y genau untersucht 
werden (§.41). 

Für y=l erhält (13) schon einen unendlichen Werth, wie 
man aus den allgemeinen Untersuchungen von Gauss ''^) über die 
hypergeometrische Beihe weiss. Gauss setzt nämlich die Beihe 

aß ^ . a{a-[-l)ß(ß -l-l) 

1+"^ — — T~5 — : — .TT" •'^T etc. 
l.y 1.2.y<y+l) 



*) Grelle, Jtnun«! f. M. Bd. XLII: Theorie der Anziehung « Ines Ellipsoids 
8.72. Es scheint zweckmässig, ('2n-\-])Q"' zu nennen, was dort Q" hicss. 

**) Societatis regiae scientiaiuiu Uottingensis commcntationes Tom. II, clMAi$ 
mathemalicae ad a. 1Ö12: Dis^ui^itionea generalcs circa Seriem infinitam 

aß 
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gleicli F{a,ß,y,x) und zeigt (Sectio tcrtia) 

a) daia für dßssl die GlMer in's Unendliche sunekmeD, wenn 
u-^ß—Y—l positiF ist, 

6) dass sie zu einer endlichen Grenze convergiren, wenn 
= 0, 

c) dass sie zu Noll convergiren; wenn o+/?—;'—l negativ ist, 
dass die Summe der Heihe (für « 1) immer und nur 
endfieh wird, wenn a+fi—y nej^ativ ist. 

Man kann an dieser Stelle mit Gauss (No. 11) bemerken^ 
dass die Beihe {l—x)S für x = l verschwindet^ wenn S eine 
solche Beihe 

bezeichnet; deren Glieder a mit wachsender Entfernung vom An- 
fange 9u ^uU couvergireu (a^ = 0). £s ist nämliqh {l—x)S die 
Beihe 

a^+o^a, — ö|)+ etc.; 

Die Summe der ersten nGlieder, d. h. bis a^(ii»— an-i) incl. wird 
für X = 1 

d. h. a^, nimmt also mit wachsendem n su Null ab, 

Uro diese Resultate auf anzuwenden, ziehe man in (13) 
auf der rechten Seite heraus, und findet für diclieihe, welche 

.dann in der Parenthese bleibt, den Ausdruck 

der für f/ = l unendlich wird, weil a-\-ß—y gleich 0 ist; {i—y^)Q"iy) 
oder il—y)Q'*{y) musa aber für l verschwinden. 

§. 18. Eine . nur oberflächliche Vergleichuug von P in der 
Form (2) mit Q zeigt, dass abgesehen von den constanten Facto- 

ren, welche in die ganzen Reihen multiplicirt sind, P"{x) in Q'*{x) 
durch Vertauschung von n mit — (»-f 1) übergeht. Dieselbe Ver- 
tauschung Iftsst aber die Differentialgleichung (9) ungeftndert; so 
dass zu vermuthen steht, es werde auch 0"(^) eine particnlEre Lö- 
snng von (9) sein, die dann von P^ix) vcrscliledca ist, weil Q fllr 
x^oo verschwindet; und F unendlich wird (§. 11). 
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Um die vermuthete Beziehuug zwischen P und Q va 
setze man 



y—x 



und findet 



a/'^^'^ «.^^^ 

Entwickelt naD nan durch (14), V in eine Beibei und setst nach 

Minen l/^erth — fi(ii+l)i'''(^)) »o giebt die Gleichung tür V 

Zusatse des §. 15 das Resultat, dass der Factor 

von (2n4-l)/*"(x) für sich verschwindet, d.h. dass Q*{x) wirklich 
der Differentialgleichung (9) genügt. 

Die hier eingeführten Functionen Q sollen; wegen ihrer Ver- 
wandtschaft mit den Pf Kugelfunctionen «weiter Art heissen. 
Hier sind sie durch (14), also nur ftlr den Fall definirt, dass ihre 
Veränderliche grösser als 1 ist; im folgenden Kapitel wird ihre 
Definition verallgemeinert werden, so daas sie noch für kleinere 
Wertho der Veränderlichen eine Bedeutung behalten. 

Die Kugelfunctionen aweiter Art treten zuerst bei Gauss"*) 
in Gestalt hypergeometriseher Reihen auf, und spielen dort eine 

x4- 1 

Bolle als Beste bei der Kettenbruch -Entwickelung vpn logr 

(M. vergl. hierüber das sechste Kapitel); als particulärc Lösung 
von der DifTerentialgleichung (9) der P in Arbeiten des Verfassers **). 
Ueber andere Formen wird man später das Nähere finden. 

§. 19. Zu den Betrachtungen des §. 16 zurUckkehrendy ist 
msn jetzt im Stande, abgesehen Ton etwaiger Divergenz, die Ent- 
Wickelung einer beliebigen Function f{x), die nach auf- 



^) Coiiimcntationcs Gottingcnscs Tom. III: Meihodus nova integraliuin valoret 
p«z approximationem invenicndi, Nu. 18. 

•*) Dissertation und Grell o J. f. M. Bd. XXVI, §.2. 
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flieigeBden Potenien toh x geordnet ist, naoh den P Tor- 

zunehmeo. Ist nämlicli 

f{x) = -f OjX + a^a;'-!- etc. 
eine gegebene Function von x, »o setze man, indem man sich die a 
gegeben denkt, nach §. 16 Bämmüiche Potenzen von x in Kugel- 
functionen nm, und findet 



/(<p) - 2- r,P"(a.), 

wo snr Abkürzung gesetzt wird 

_ 1.2.3... 71 , (n4-i)(w -f2)^ 

1.3.5. ..(an^^V^"*" 2(211+3) 

2 . 4 (3»+3)(2ii+5) V- 

War z. B. 0»=^^, »o entsteht die Reihe (13) j war f{x) gleich 
also 



V 



I* 



Bo wird 



^ ( T 9 \ 

1.3...(2ii-l)V+2(2fi+3)'^2.4(2ii+3)(2ji+5)^ ^'''V- 
Für A^) = (i/+^r> 

1.2.3... » ^. ' 

findet man 

1.3.6 ...(211-1) ^ 2.(2fi+3) J 

Die Entwickelangen dieaea Paragraphen hat Bauer*) zuerst 

yeröffentlicht. War f{x) eine liypergeometoische Beihe, so werden 
im Allgemeinen die Cocfficicnten C ähnliche Reihen höherer Ord- 
nung, die sich in besonderen Fällen, z.U. wenn die Klcraente er, y 
der gegebenen hypergeometrischen Reihe ganze Zahlen oder unend- 
Ueh werden, auf einfachere reduciren. Daaaelbe tritt auch aaweif> 
len ein, wenn a, ß, y einen Budistaben enthalten, der eine beatimnte 
ganze Zahl vorstellt: in solchen Fällen kommt es vor, dass ein 

*) Boichardt, Journal f. M. Bd.LVIs Yoa dan OofidBdflBtni der Rdbia 
Ton Kugelfimettmaeii einer Tariaibleiu 0. 118. 
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GoefficMnit C, der mit diesem Buchstaben zusamraeiihäugt, sich we- 
sentlich vercinfaciit. Ein Beispiel hierfür bietet die Entwickching 
von f(x) SS (1 -{-ka^y^ dari welche für em migeradles fi offenbar 
as 0 gMb^ ftr Cft» eben Werths welcher am dem Frodnete von 

^ ' 1.2.3... n 'l.3.5...(4;4--l) 

mid der allgemeiiiereik hypergeometmchen Beihe 

(2ii+l)(a»-f-8)(y+n) 

2 .(4fl+3)(«-t-l) *' /■ M 

■ (2fi4-l)(2w4-2)(2rt4-3)(2«4-4)(v + «)(v + «4-l) .t ■ ^ ' 
2 4 (4« + 3)(4»4-ö)(»4-l)(ii+2) 

beiteht. vereinfacht steh nur wesentlich , wenn man v s 1 
machte mid »war wird es dann gleich 

d.h. =iü±ij;^. 

Diese Grösse ist also der Coefticicnt von i^'^iJ") in der Entwicke» 
hing von (l-fA\r nach Kugelfunctionen ; für dieselbe hat man 
nach §. 15 einen Ausdruck von anderer Form, n&mlich 

4fi+l n P'''U) da} 

und findet so die Gleichung, welche Legen dre *) an Tersehiede» 
nen Stellen bewiesen hat 

B(err Bauer zeigt am angef. Orte, dass in einigen Fällen 

die gefundenen Reihen fUr durch Zähler und Nenner von ge- 
wissen Kettenbrüchen dargestellt werden können j es sind dies aber 
ganz besondere Fälle, die erst durch allgemeinere Betrachtungen 
in das rechte Licht treten, und sich dann als Besultate erweisen> 

*) Znent iu doo Savans ^trangerB Tome X, S.426, übersiohtUober iji den 
— T«A 1784, 8. 877. 
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welche Untersuchuogcu über Uie iiy pergeometrische Keihe ange* 
fadren. Das Nähere findet nch in den Arbeiten des Verfassen*). 

Beihen, welche nach Potonsen von y absteigen, entwickelt 
man in ttfanitcher Art nach den Q, indem man, nach Anleitung der 

früheren Paragraphen, versucht, die Potenz y"""' durch eine nach 
den Q geordnete Keilie darzustellen. Man findet dieselbe durch 
II malige Differentiation von (14) nach 9, wenn dann (9 = 0 geaetat 
wird. Hierdnrefa entsteht 

wenn rechts nach der Diiferentiation = 0 gesetzt wird. Nun ist 

aber — — gleich 0, wenn n'>m, da P"* eine ganze Function 

vom Grade ist; derselbe Differentialquotient verschwindet fer- 
ner f^v xssOf wenn m—n ungerade wird. Um ihn in den an- 
deren Fällen zu ermitteln; suche man in den Coefficienten 
von X* auf, der gleich 

^ ' i7fi.2.4... (m—ny 
wird, so daas man erhilt 



^ 1.2.3... U V-"--^*'^ ,y,-,.»T^; 2 

2.4 



+(2 W^"+;»;"+^> ()-^-w+ etc.) 



Ist nun 



9 7 9 



eine gegebene Function von y, so wird, wenn man F(y) = ^ D^Q^d/) 
setzt. 

Wird #'(y)=s— gemacht, so geht I>» offenbar in (2«+l)P"(jr) 
y— — a? 

Uber, wie es nach (14) sein moss. 

*) Borchardt, Journal f. M. Bd.LIII S. 284: Schreiben an den Heraus- 
geber; ausführlicher Bd. LVII Si.231: Ueber die Ziibler und Nenner der I^iälicrungs- 
wertho von Kettcubrüchen. 
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§. 20. Functionen; die als trigonometrische Beihen 
gegeben sind, lassen sich auf ähnliche Weise wie Potenz- 
leiheii nach Kugelf nnctionen entwickeln, indem znnäohat 
Bnhen tOr sinmd und eotmO gebildet werden, die nach P(co8d) 
^ortsebreiten, wie man sie frttber für eine Fotens anfsucbte. Hier 
soll der Gang iu so fern abgeändert werden, dass man sogleicli 
die gegebeneu Functionen in die verlangte Form umsetzt, und 
ftinm^ und cosin^ als Bpecielle Fülle betrachtet. Man beginne 
mit den Sinusreihen, da die Hülfsformeln für diese fast fertig 
vorliegen. 

£s sei 

wo bekanntlich durch die Gleichung (§.■ 10) 

u 

gefanden wird. Denkt man sich f(6) in die Form 
gebracht, so ist (11) 

« 

Ln §.4 Form, (a) findet sich die Entwickelung von P" (cos (^) nach 

Cosinus der Vielfachen ; es ergab sicli dort 

i?"(c08e>) =s .2Ä,C08(»-2l»)(^, 

wenn sur Abkttnung 

, _ 1.3...(2ii~l) 1.3...(2«i— 1) »(ii--l)...(>i— w+1) 

2.^... (2«) 1.2... m (2«— l)(2ii— 8)...(2ii—2»4-l) 

n 1 

gesetzt ist, und die Summation von masO bis « = ^ oder 

m s= ausgeführt wird, je nachdem n eine ungerade oder gerade 

Zahl bezeichnet; in letzterem Falle muss die Hälfte des von 6 
freien Gliedes genonunen werden. Hieraus folgt, dass sin ^P" (cos ^) 
gleich 

: ' A»(siB(ii-^9«i+l)^-sin(fi-^2m— 1)^) 
ist; da für em gerades n das letste k in dem Werthe von 4?*- 
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kdb ra neliBMa wmt, xmA tm^P" wat k»tiin0 tMmt, so litt m 

T 

der obigen Snmme anch dies Glied den richtigen Werth; wenn die 
Smnmation nur bo weit fortgesetst wird, daas die Vielfachen von 0 
positiv bleiben. Es folgt hieraus 

oder endlich 

die Snmme Uber alle m von 0 an so weit anagedehnt, wie die Jxh 

dices der a positiv bleiben. Die Keibe fUr C. ist also: 

4 2.4... (2«) 

(2» +1) « * 1.3,..(2fi-l) ^" ~ ''-'^ 

die bei a,— = a, oder schlieaBt. 

Setat man alle a bia anf dnea, s. B. daa m** gleich 0, nnd 
«i^s 1; so ergiebt sich im speciellen Falle die Keihe für ainai^, 

nKmlich 

4 2.4.6...(2i» — 2) . ^ *M>—i/ /jx 

Bei Behandelnng der Gosinns-Beihen ist es erforderlieh, 
i^'Ccos^) nach Sinns der Vielfiichen au entwickeln, um Integrale 
▼on der Form 

0 

ennitteltt an kttnnta; daa Besnlftat, wekhei sieh hierbei ergiebig 
wird aneh für g. 29 von Iniereaae aain. 
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Um diaie Entwiekeliiiig Tonronebmen, Terwandele man ninicbtt 

cosm^ in eine SiDas-Keihe, wenn m ganz und positiv ist. Wird 
(0<Ö<ii) 

coam^ = a^ain^+^t'^'^^^+etc. 
gesetety M findet man dnrdi dai Integral 

„..■5-y wmdAiteM, ■ , , 

u 

gleich 0 wenn Mifp gerade iat, in den fibrigen FfiUen 

.«,( » +_L_). 

Ei 18t daher , . , 

.2 

wenn die hiIhi ^Brihe lortgesetat wird, jo laa^ di« Viellachen 
Ton 6 positiv bleiben. Ans den allgemeiiien Prinsipien (S*10) 
weiss iiili; daiB die' FoMi^I 11^ mehr gilt. Man 

hat also 

die Summe nach p so genommen, wie oben gesagt wnrde* Die- 
sen Werth setse man in P*(cos^) ein, und findet dadurch für 

P"(co8^) eine Sinusreihe 

^P*(ooi^ s Bin (7+01 8in9^+**« 

b der, wie man sofort bemerkt, nur solche Vielfache Ton 0 vor- 
kommen, die mit ii+l zugleich gerade oder ungerade sind, so dass' 
ilao o»+2p = 0, und dass nur die « Ton der Form a»^7p+i zu be- 
stimmen bleiben; der Index n-\-'2p-\-\ mag grösser oder kleiner 
als ft aein, jedenfalls ist er aber positiv. Es wird nun, nacli dem 
Einsetien des Ausdrucks für eosm^, als Factor T<m sin(ii-i-2p+l)^j 
d.h. fitar CM^^ folgender Werth gelundeii:- 
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"! — ö~i<r^H 1- oder * 



Da offenbar kp = üt«_p , und da eino von i^, beginnende Reihe 

der k, wenn man nach deniselbcu Gesetze immer neue k bildet, 
bei km von sclbfit abbricht^ so ist jene Keibe auch: 

fortgcsetat bis sie von selbst abbricht Sie l&nt sich snmniiren, 

wenn eine Formel von Pfaff*) benutzt wird, welche sich auf 
solche Reihen bezieht, welche nach Art der hypergeometrischen 
gebildet sind, aber im Zähler und Nenner «in Element mehr ent- 
halten als die yon Gauss. Ohne Anwendung dieser Formel führt 
auch die nachfolgende Betrachtung zu dem gleichen Zieler 

Zunächst kann mau beweisen, dass die Beihe für p = —1, 

—2, ••• ' — — oder — wschwindet; es ist nämltoh • 
daher 



— Om^i SS P"(cos (^jcosm^sitt 6äd 

0 

und dieses jedenfalls 0, so lange ffi<fi. Denn^ setzt man cos ^sar, 

80 i»t coiMnO eine ganze Function von x des nur m'*'" Grades, also 
verschwindet (§. IG) 

/ P*\x)coBmOdx. 

Nimmt man hinzu dass 

ai»l^K(«f)<to und ?*(»)<»(*» 

▼erschwrodety so wird daher, wie behauptet war, 

. 0 » a»^i = a»_3 = ü„«s = etc. = a, oder a^^ 



*) Not» «eto Ftelropol.' Taaub ZI, 179V. BaeplAnMit It rhislolfe 8. 51. 
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Hierans folgt, dsM P^*^ kein klmeres Vielfaelie von alt das 

(«-fi)fiiche entbält, dann aber aucb, wie sich sogleich zeigen 
wird^ ein einfacher Werth für die a, welche nicht verschwinden. 

Erstens bemerke man, Jass die Reihe für ««f^p+i nur das 
Zeichen, nicht den Werth ändert, wenn p mit — m— p— 1 ver- 
tanseilt wird. 

Denn die beiden Glieder der Reihe, welche ein und dasselbe k 
z, B. k, enthalten, sind 

kr ky 
2pH-2ir+l ' 2p+2A— 2y+l ' 

verwandeln sich also durch diese Vertauschung in 

2p+3ii— 2y+l * 2p+2y+l 
Die Reihe verschwindet also nicht mir für die Wertfae — 1, 

—2, ... " P» wnderii aach für — «, 

«4-3 /« N 

— («— 1), ... oder — (^"g+lj? ftlr all® ~P vott 1 

«+1 

bis fi, (indem auch fUr p =s — ^ die Reihe verschwindet, da 

sich dann die untereinanderstehenden Glieder direct fortheben). 
Zweitens; bringt man die Reihe auf den Nenner 
(2p+l) (2p + 3) . . . (2p +2fi+l), 
•0 ist der ZiOiler naeh p one ganze Foaction vom «i*'" Grade, 
deren Wurzeln durch die vorhergehende Betrachtung bekannt sind. 
Die Summe derselben ist daher 

- (p+l)(p+2)...(p+ii) 
•'(2p+l)(2p+3)...(2p+2ii+l) ' 

wo c einen von p unabhängigen Werth bezeiclinot. Setzt man, 
am ihn zu bestimmen, p = oo, nachdem man mit p multiplicirt hat, 
10 wird 

.2^=i(Ä«4-/t,+etc.) 

ib.« |J**(1) as 4, abo eea 2", und dadurch die neue Entwicke- 

lung der Kngelftuiction 

Uciae, IIaotlJ>ucti d. Kugel Aiucüoaeti. 4 
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(15)... ip^co.e») = ?^;;Ä.(,i.(»+i,,+ i^^ 

, 1.3(«+l)(«+2) . , ^ \ 

Fttr » s 0, wo P » 1 wird» erhält man ebe bekannte Bmhe. 

Mit dieaem Kesnitate Teneben, gehe man aar Aufgabe smrllek. 

/•(e^) = ^6.-^6, coi^4-6,co82ö+etc.; 
u 

hl eine Beibe 

umzuwaiidelu. Da die Gleichung (11) zeigt; dass 

0 

und P"(coBÖ) = — [a,+i8m(«-i-l)d+fl*+sBm(«+3)ö4-ete.J 

a( 

iat| 80 wird 

0»}4-1 p=x /•;r 

= — ^ -»a»+2p+i/ A^)[coa(»+2p)d— C0B(«+2p+2)a]dd 

^ pssD 

Setzt man für a seinen Werth, so wird 

+ 1 .2 . (2n + 3) (2n 4- 5) ^""^^ 

woraus die Entwickehmg von cosniö ohne weiteres folgt, 

§. 21. Die Beiäpiele yon 4er Daratelluiig der Functionen euer 
VerSnderlieben in Bethen von Kogelfiinctioneni welebe im Yoiber* 

gehenden auftraten , genügen , um den Charakter dieser Kntwicke- 
lungen zu zeigen; es wurden hier vorzugsweise allgemeine Formen 
von darzustellenden Functionen hetrachtet, während in heaonderen 
FttUflii gewiaae Hiüfrmittel mit Vortbail aieb anwenden laMn, die 
bier erwiÜml werden sollen. 
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Ist die EutwickeliTng einer Function nacli P gegeben, so lässt 
sich aus derselben leicht die Entwickelung der xfachcn 
Function ableiten, wozu nur erforderlich ist, dass xP(x) nach 
Kngelfiinetionen entwickelt wird* Hierzu kann mait' liofa einer 
Formel bedienen, welche Oause*), apüter Bonnet**) angegeben 
bat, aus der Bonnet, wie er ebendaselbst sagt, nach den Prinzipien 
von Sturm die Realität etc. der Wurzeln von P=0 beweist. 
(M. vergl. hier §. 9.) Diese Formel sagt, dass zwischen drei P 
mit mofeinanderfolgenden Indiees die Beziehung 

(16) ... (ii+l)P"+*(a?)--(2ii-fl)jjP"(a;)-l-fil>"-*(«)«0 
besteht«. Sie ergiebt sich aus §.11, aus welchem zunächst 

(1— 2itj?+a*)|^ a?)r=0 . 

folgt; setzt man hier ftlr T die Keihe £t;rF^''\ also Snu'^^P* 
BT 

fUr und faast zugleich Alles zusammen, was in dieselbe Polen;: 

von m, z. B. a"> muUtplioirt ist, und das dann offenbar für sich yer- 

Bchwinden muss, so wird 

(«4-1)?'+' - 2«a- P ' + - 1)P"-' + P"-' _ j.p* = 0, 
welches die zu beweisende Gleichung ist. Sie gilt auch nach ^ 
tt s 0, und giebt dann 

0. 

Eine älmliche Qlcichung leitet man ftir die Q vermittelst (14) 

I 

ab; aus dieser folgt nämlich zunächst durcli Multiplication mit x 

nnd dum nüt HttUe tm (18) 

^"(»)(0»+l)''*'(*) +"'"^ (^))- 

*) Mcthodus iiova, Intqgr. tsIoms etc. no. 19. 

**) Lioaville, Jmuiiil doMath. T.XVII: Thise de If ^ennique, Sur 1« cW- 
▼doppMueiit des Fonetioos en CMries ordonn^ roivant les Fonetlons X» et Yn, 
8.267. Es werden hier beUe Bteilea ervttlnt, indem der merkwürdige Umstand 

eintritt, dass Gauss In seiner Arbeit nirgend bemerkt, tlas^) ille Functionen, auf 
welche er geführt wird, die KugelfunctloTifin sind; sie treten bei Clauss überall 
als Nenner von NiUicruugswcrihcn eines Ketunibnicbs auf. Auf die Uebereinstim- 
mong der Gaussiscben mit den Kugeifunclioncn luacUt erst J acübi iui 2ten Bande 
de» Crelleaohea Jourujüs S. 226 snfmetk— m. 
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Wird diese ßeilic nach F, nicht nach Q geordnet, so geht sie in 

©tc.+i»"(»(?"~'+(«+l)0"+')+ etc. 
Uber. Nun ist aber 

• ^ _y j 

y—x y—x ' 
also die vorige Reihe aiicli gleich 

/*°(y(?°-l)+3yO*P'+etc+(2ii+l)y(?"P''+etc. 
Naob §. 15 sind zwei nach P entwickelte gleidie Ausdrücke identisch, 
60 dass sich ftlr ft>>0 die Gleichung 

(IG, a) . . . («+l)(?''+\y)-C2i*4-l)yÖ"(y)+«C>""'(y) = ^ 
ergiebty die für n =s 0 mit 

<?'(y)-yO*(y)+i = o 

yertanBcht werden mnss. 

An die zwei Gleichungen (16) knttpfi Herr Dr. G. Neu mann, 
dem der Verfitsser noch andere sch&tzbare Mittheilungen und Ver- 
besserungen yerdankt, folgende Bemerkungen: 

Man sieht dass P"(a;) durch reenrrirende Formeln aus 
etc. gefunden wird, dass also P" von wid\P' durch eine 
lineare Gleichung 

P\x)=zAP\x)'\-BP\x) 
abhängt, wenn A mhü B gewisse ganze Functionen bezeicbnen. 
Vergleicht man (16, a) mit (16), so ergiebt sich, dass auch 

■ Q\x) ^ AQ\x)^BO\x) 
sein muss, wo A und B dieselben Functionen wie früher werden. 
Nimn)t mau die Beziehung von P^ zu P^ und vou zu C^** hinzu, 
so folgt 

P"(a:)=s(ilar+5)P'» 

Q\x) == \ax-\-B)Q^-^A, 
Nun ist P° = 1, idso Ax-\-B = P\ folglich 

Q\x) = F\x)Q\x)'-A, 
War* X reell und grdsser ab 1, so giebt (13) 

wodurch sich für Q * (x), wenn der Buchstabe A mit Ä" vertauscht 
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wird, der Werth 

liiulet, und liier stellt /?" eine i^anze Function vou x voi*; die, wie 
man leicht bemerkt, vom /r 1' " Grade ist. 

Vorstehende einfaclic Kntwickelung einer Formel, die Gauss*) 
zuerst gegeben hat, durfte an dieser Stelle nicht übergangen werden. 

Ein zweites Mittel zur Auffindung neuer Entwieke- 
luiigen nach KugcUuuctionen bietet eiuc von Cliristoffcl **) 

angegebene Gleichung für dar. Mit Bauer***) a. ang. O. 

beweist man diese leicht, wenn man erwägt, dass nur die 

II— 1*% I»— 3**1 etc. Potenz Ton x enthält; entwickelt man den 
Differentialqnotienten nach Functionen P, so nimmt er daher die 

Form 

^- 1 P + i"' " ' 4- ^-6 + etc. 

an, wo 

2 J dx 



-1 

Ist wie bei uns m <C tt, also gewiss von niedrigerem Grade 
als P^*\ so verschwindet 



und es wird 



1 ifp» 

_ j ax 



/ 



2//? 4-1 



->1 

Da in unserem Falle m die Zahlen fi— 1, fi— 3, etc. durchlfiuft, 

m-\-n ungerade ist, so wird J« = und man bat die 



*) Meihodas noTS intcgrnlium vnlorcs per n]>prox!mationom ioYOliendi No. 18. 
M. veigl. auch Noumann's Arbeit, die in §.33 erwähnt ^virrl. 

**) De motu pcrmancnti elcctricitAtis in corpoiibus hooiogeneiu. Dissertatio 
inaaguralis. Dcrolini 1856, p. 53. 

•**) Journal f. M. Bd. LVI, S. 102. 
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Entwibkeloog 

(17) ... = (2ii-l)P'-VH-(2ii^)P'"V)+(2fi-9)P'^(aHetc^ 

- wenn die Reihe bei oder abgebrochen wird. 

Ein älinlicher Ausdruck findet sicli für die Q; da nämlich 
(y—x)-^j nach x und diöcrcatiirt, gleiche und entgegeugesetzto 
Werthe giebt, so entsteht 

oder gleich 

.£(2ii+l)(?"(if)((2»~l)P'-\a;)+(2ii- 5) etc.). 

F«Mt man die Factoren von P^*^{x) zasanunen» so wird achlieas- 
lieh erhalten: 

(17, a)... = (2i.+3)<r+'(y) 

/ . +(2»+7)(?'';'(i/) + (2tt+ll)(?''+'(y)4-ctc. 

Aomerk. Eine Function, die nach Potenzen von x absteigt, 
lässt sich nur auf eine Art nach Q entwidLehi; seist man nfimlich 

andrerseits 

und benutzt (13), so wird 

1 3 
^i = «i + -3Öi ^ = «4+5«« 

u . 3.4 , 1 . , 4.5 , 3 

^ = «»+2:7«a + -5a, ^ = «. + 2:9«4+Y«. . 

etc. etc., 

so dass die a durch nicht widersprechende und bestimmende lineare 
GlöchiiBgen ans den h gefiinden werden. 
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Dritte« Kaplt«!* 

♦ 

Die KugelfunctLon zweiter Ait. • 

§. 22. Im vorigen Kapitel §. 17 und 18 wurden Functionen 
Q*(j3e) als Kugelfiinctionen zweiter Art dadurch eingeführt , dass 
man (x— wenn «>y und aosserdem x>l war, oach den 

Kugelfunctionen erster Art von y entwickelte. Die Möglichkeit^ 
der ülntwickclung vorausgesetzt, ergab sich dort, dass 

• 1.2... » / (n+inn + 2) \ \ 

der CoeffideDt Ton (3ti+l)i>*(]r) ist, nnd daw 0*(«) «n Integnl 

der Bifferentitigleichung (9) wurde, d, h. von 

Um das letzte Resultat auf directem Wege festzu- 
stellen, entwickele man nach den gewöhnlichen Methoden, die 
man in den tthlichen Handbüchern der Integral-Rechnung findet 

die Integrale jener Gleichung nach absteigenden Potenzen von x. 
Setzt man dazu 

so ergiebt sich zun&chst zur Bestimmung von a die Gleichung 

a(aH-l) = + 

aus der für « die zwei Werthe a = w und a = — «— 1 folgen; ferner - ' 

_ (tt— 2fft)(g— 2ot — 1) 

02^+2 - ^-(a-2«-2)(o~2i»-l)-ii(fi+l)* 

Hit Hfllfe der Gleichung 

^(^4-l)-«(«-l-l) = (/J-«)G5+«4-l) ' 

findet man 

(tt — 2i»)(«-^2w — 1) 

a2«4.2 a,. («„2j|i~»-2)(«~2fi.+»-l).' 
und hieraus für a » die Reihe (2), welche f^ix) darstellt; fUr 
ff = — » — 1 die oben angegebene Älr ff" {x). Bedeuten a u^d fr 
willkürliche Constante, so setzt man aus den beiden particulären 

*) Z. B. veii^clie man Enleri iiutitQtioiMf esknli intcpsUa, VoL. 
Sectio I, Gqp. TIIL 
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Integralon das allgememe dorch die Gleichnug 

zusammen, und zwar ist dieses für ic > 1 gültig, indem wohl P für 
jedes endlich© x endlich bleibt, aber Q nur für x > 1 convcrgirt. 
Da P fUr X SS oo unendlich I Q aber Null wird; so kann eine Lö- 
BOttgy die für OD nicht unendlich wird, nur die Form 6 ha- 
ben; sie wird dann mit 0!*+^ multiplicirt für a?ssoo endlich blei- 

ben; war diese endliche Grösse gegeben; 8. B. — —rr, so 

ist dadurch die Constante 6 bestimmt, in dem Beispiele gleich 1. 

§. 23. Diese Function lässt sich durch ein bestimmtes 
Integral darstellen, welches dem von Laplace für angege- 
benen (§. 7) älmlich wird, und für alle x, auch solche die <1 
oder die imaginär sind, nicht aufhört der Differentialgleichung (9) 
zu genügen. Man kann hierzu gelangen; indem man (9) durch eine 
Reihe integrirty welche nach Potensen von «iya?'— 1 geordnet ist 
(von e'^; wenn xs^cosO gesetzt wird); und die der Beihe (6) in 
§. 4 für P entspricht; wenn man diese dann in ein Integral um- 
setzt; wie es in §. oO f^eschehen wird. Man kann aber auch auf 
eine andere Art; die manche Vortheile bietet; und sich den §.6 und 7 
näher anschliesst; zu demselben Ziele kommen. 

Eine so eingehe erzeugende Function, wie man sie in der 
Quadratwurzel ftlr die P besitzt, Hess sich für die Q nicht auffin- 
den, wenn man nach Potenzen einer Grösse (wie früher a) ent- 
wickeln will; CS tritt hier bei entsprechender Behandlung zur 
Quadratwurzel noch ein Logarithmus, der für imaginäre x beson- 
dere Untersuchungen erfordert, und ans diesem Grunde wurde 0(x) 
zunächst §. 17 durch die Bntwickelung von (x — y)"'- nach P(y) 
eingeführt. Eine für den gegenwärtigen Zweck tcceignctc erzeu- 
gende Function ergiebt sich aus der Betrachtung; dass das In- 
tegral (§. V ^ ^ 

a(ap+cosy^«'— 1)— l' 

welches gleich 

T- ^ 
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ist, als Erzeugende der P angeschen werden konnte. Diese Be- 
merkung lässt sich auf folgende Art benutzen: 

Es genügt T (§. 11) der Differentialgleichung 

daher muBs 

d(p 



(*)•.. / 



wenn man es Air 3* in (a) einsetzt, einen Werth für die Knke Seite 

von (a) geben, der für g = tt verschwindet. Wird die Rechnung 
ausgeführt, und denkt raan sich g constant, d. b. von a und uu- 
abh&ngig, so yerwandelt sich die linke Seite von (a) in 

a sing 
Var«— 1 [a(a? + C08flf}/x'— 1)— 1«1 ' 
einen Ausdruck, welcher für g = n wirklich verschwindet. Noch 
für einen anderen constanten Werth von g verschwindet derselbe, 
nSmlidi für ein solches g, dass sb^ s oo, was nun geschehen kann, 
wenn g imaginftr ist Führt man deshalb in (6) für ^ einen ima- 
ginären Winkel it ein, so ergiebt sich, dass 

(18) 17 = r — 

*/ a(a?+cosiiy£^)— 1 
der Gleichung («) genügt. Um sich von der imaginären Substitu- 
üon unabhängig zu machen, kann man nur durch Einsetzen direct 
seigen, dass wirklich U die Gleichung (a) befriedigt 

Dieses Integral, welches hier nnansgeführt bleiben soll, das 
Ahrsens keine höhere Transcendente als Logarithmus und Are. tang. 
enthält, wird als die Erzeugende der Q betrachtet werden. Wir 
setzen fest, dass die ^^x* — 1 so genommen wird, dass die 
leellen Theile von x und }fx*—l, ebenso auch (§. 8) die imaginären, 
gleiches Zechen haben, dass, wenn x reell und kleiner als 1 ist 
(x = coäd)y )^x* — 1 positiv imaginär genommen wird. Da diese 
Festsetzungen noch bei andern Gelegenheiten vorkommen werden, 
(die letzte ist wegen der Anwendungen gemacht, bei denen $ in 
der Begel zwischen 0 und a Hegt), so soll dies der Kürze halber 
dadurch ausgedrückt werden/ dass man sagt, x und y«*— 1 werden 
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mit gleidiem Zmkea genoinmeii. Ist d HinläagUob gross reeUi so 
wird dor Nenner unter dem Integrale (18) nie verschwinden ^ nnd 
das Inta^;ral einen endlichen Werth besitzen, wenn nicht ic = +l. 
Ist X reell, so ist dies sofort klar^ im aodereu Falle bedarf es 
eines einfachen Beweises. 

Beweis. Ist x z. B. nicht negativ, lind setst man wie §. 8 

x = a+bi 

so wird der Nenner unter dem Integrale (18) 

a(a+pcosit) — l±ia(b+qco9it) 
also nie 0, da cost« reell und > 1. Das Integral bleibt endlieh 
da, wenn c' = » gesetzt wird, es die Form 



annimmt, wo c, g, h noch imaginär sein können und h nicht ver^ 
schwindet, wenn nicht x = ^l. Zerfällt man das Integral in einen 
reellen und einen rein imaginären Theil, so wird jeder das Integral 
einer gebrochnen Function, deren Nenner vom vierten Grade, d^ren 
Zähler vom zweiten ist.] 



Da (x-i-coBtt^x*—!) nicht verschwindet, so lässt sich U bei 
hinlänglicb grossem a nach absteigenden Potenzen von a entwickeln. 
Nach diesen Vorbereitungen definiren wir die Kugelfunction zwei- 
ter Art so: 



Werden x und y«*— 1 mit gleichen Zeichen (s. ob.) 
genommen, so setze man die durch (18) bestimmte 

Function U gleich 2 ^^^i > es heisst dann Q'*{x) die n** 

Kugelfunction zweiter Art. . ■ 

Folgende Eigenschaften derselben siud sogleich klar; 

1) Sie genügt derselben t>ifferentia)gloichung (9) wie P*(d!)* 
Denn U genügt der Gleichung (a), und verfahrt man mit U wie 
§.11 mit T, 80 findet man dieselbe DiÜ'ereutialgleichung C^) 
für (?"(«). 

2) Bie wird durch das Integral 
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(19)... 0» 

ausgedrückt, deBften Fom der von P* in entspricht. 

3) Sie verschwindet £Ur a? = oo, und verwandelt eich jnit 
'1'^ multiplicirt fUr « » oo in 

• 1.2.3... 71 
1.3.6. ..(211+1)' 

woraus sogleich zu schliessen wäre (Schlnss des §.22), dass für 
jedes Xj welches grösser als 1 ist, das neue Q mit dem alten über- 
einstimmt. 



Beweis. Für x ss oo wird 
oder, da 2cosi< = c'+e"' ist, gleich 
gleich 

di 

Setst man und multiplicirt Unter dem Integrale Zähler und 

Kenner mit e(*^^)', so entsteht 

y<is _ r(« + l)r(;i+l) 

V (1+»)'^' * r(2ii+2) . ' 

ako genau der Quotient 



1.2«8... 



1.3.5...(2fi+l) 

§. 24. Die Function Q ist durch (19) vollständig bestimmt mit 
Ausnahme des Falles = 0, in welchem das Zeichen von — 1 
ungewiss bleibt. Dieser Fall kann der Grenzfall eines reellen ver- 
ichirindenden x sein, und dann wird* nach unseren Festsetzungen,- 
l^chgQltig ob X positiv oder negativ war, 

^ yO^in^lJ (cos i<r+* ' 

Ist XTull die Qrenie «iiiia rein imaglniren poeitiveii oder pega- 
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iiTen m, was man durch (ol) oder resp. (~Oft) bezeichnen kaiin, 
to hat man 

eoU endlich o Grenze eber complexen Grone soin^ so stimmt der 
Werth mit 0{oi) oder Q{—oi) übcrciiij jo nachdem vor dem Ver- 

solnvinden von x clor imaginäre Theil positiv oder negativ war. 
Die Ausführung des obigen Integrals gicbt übrigens 

(^■'i«) = *^ r(«+i)"— 

Für x= 'j l findet man lerner C^''(+l) = i 

Im Allgemeinen wird ^c) = (— nur der Fall 
macht eine Ausnahme; in welchem x reell nnd zugleich < 1, also 

X = CO9 0 ist. Denn ist x ss a + bi, yx*-~l — p:^:qi, wo die oberen 
und ebenso die unteren Zeichen zusammen gehören, und a und p 
ebenso auch 6 und q (§. 8) zugleich positiv, negativ oder Null sind, 
so wird nach den Bestimmungen Uber die gleichen Zeichen von x 
und \^x*—l auch Qi^) Nenner die Potenz von (x-j-cosit}^x*—l), 
Q{—x) von {—x—cofiit^^x* — 1) enthalten. Aus diesem Grunde 
wird in den folgenden Paragraphen , wenn nicht ausdrücklich das 
Gegentheil bemerkti und d; nicht reell und zugleich ist; immer 
X positiv gedacht, d. h. mit positivem reellen Theile oder, wenn x 
rein imaginär war, mit ])ositivem imaginärem Theile; die Allge- 
meinheit der Untersuchung kann nach diesen Auseinandersetzunr 
gen hierunter nicht leiden. 

War aber ^scos^, so gebraucht man um Q{x) zu bilden, 
den Zaliiwerth von »inO; nimmt man deshalb 0 zwischen 0 und n, 
so wird 



•{J (cos<? + •smilfcosfy^ 



(-ir+'a"(-cos 



di 



*^ (cüsö — »sini'cosiO"^* 
Diese beiden Ausdrücke unterscheiden sieh; wie man soglttch sehen 
wird; weeentÜob von eiMuider. Geht man anf die ersengenden 
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Functionen der rechten Seiten zurück, so sind sie nacli (18) resp. 

dt 



dt 



i/ a(co8Ö — ißin(>cosi<) — 1' 

daher wird 

„ . . ^ /** cos it dt 

■ • %/ {acoäO —1) -i-a »in ÜcosUt 

Den Neoner yerwandle man in 

l + o' — 2a C08Ö — a'8in*ösin'i7, 
and seUe die reelle Grösse 

— aiainßBinit = osiuÖ— — j— = z, 

wodnrcb die Grenzen von « resp. 0 nnd oo werden. Femer ent- 
steht dadurch 

nnd wenn das lutcgral der rechten Seite nach bekannten Kegeln 
inagefubrt wird, 



1 TT 



Die rechte Seite ist die erzeugende Function der P, man mag sie 
nach aufsteigenden oder absteigenden Potenzen von a entwickeln, 
le dass sich als wesentlicher Theil des Unterschiedes der beiden 
0 ein P herausstellt, und zwar ist genau 

(a) .. . (-1)''^*C>"(-C03Ö)-C>"(C0SÖ) = t^P"(C08Ö). 

Da (>"(cos^) die Form Ä-Bi hat, nnd dann (•-l)'*+'O"(-eos0) »ii+A 
lanmnss, so folgt Abb |ffP*(co8<!'), also 

Q''(cosd) = A-^niP''{cose), 
wodurch der imaginftre Theil von ^"(cos^^) gegeben ist. 

An merk. Die Function 0 ist im Allgemeinen stetig nnd ein- 
werthig; sie wird nur unendlich für a: = +l, mehrwerthig fUr a; = 0. 
Die Willkürlichkeit bei der Festsetzung des Werthes von 0(oo8^) 
teHe sieh Termeiden lassen; wenn allgemmn ftr x eine reelle oder 
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imaginVre GrSfli» 0 ciagefHbrt wSxe, •» dAit tMdms, «nd tem 

0 ftls Fiinctloii von ^ selbst; nicht von coaö angesehen wird. Da 
meistentlieils coaO das gegebene Argument ist, so wäre es mit 
grossen Unbequemlichkeiten verbunden, wonn man 6 selbst über- 
all einfuhren .wollte. £• ist aber i)ir manche sorn^tigen Unter- 
inehutfgen von Werth, su ^wissen, wie $ich durch EinftLhmng von 
0, oder besser 'von «»^ Alles gestaltet. 

. Man führe deabaib, wie schon Im §.4 an einer Stelle ge- 
schab, eine Grösse £ als nnabhloglge Veründerliche ein, nnd setse 
2fl?=H-r\ wodnitoh ayS^ « f-r* wird. Wenn Jlf(f)>l, 

also ^ = r(co8i/;-}-i8iiii//) und r>l, so haben 2x und 2ya;* — 1 
im obigca Sinne gleiche Zeichen, da ihre reellen Theile resp. 

(r+-^Wtlf, (r— -i^cosV* imaginären ähnliche Ausdrücke 

sind, und — positiv ist. Wird dagegen r<l, d. h. M{i)<,l, 

so haben x nnd y«*— 1 entgegengesetste Zeichen. Wird endlich 

r s= 1 , so können x und yx*—l alle Zeichencombinationen durch- 
machen. Setzt man nun 

dt 



(19, a),.. 2-+»(r[|l=y 



^ ((i+r')+co8i<(4-r'))""^' 

so stimmt mit Q*(x) ttberein, sobald jlf$>l; sie stinr- 

men überein wenn itf"(^) = i, und ^ einen positiven imaginären 
Theil hat: ist dieser Theil negativ so kann man durch Gleichung (a) 
anf der Stelle (^"[IJ durch Q^'ix) und F^(x) ausdrücken (8.n.). 
Es wird Q[S] Überall einwerthig, aber nicht nur für { « 1, (x ar i), 
unendlich, sbndem für alle | taf der Linie der reellen | von | = —1 
bis I = 1. In der That, der Nenner in (19, a) verschwindet für 

ein /, wenn 'tt_^ negativ und >1 wird; daau mnss 1 negativ 

9tmx fttr du negatives |* wftre aber <1, also ist |, wenn 
jener Nenner verschwindet, reell und <. 1. Dies ist nothwendig 
und wie man sieht hinreichend, um den Bruch ^ — — negativ und 
> 1 29 uacb«B^ 00 dass et veirmahrt «m coslt g«wiia fttr einoa* 
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Werth von t zwischen 0 und oo verschwindet. Es liat also Q[^] 
eine Linie der Unstetigkcit, indem es für alle reellen £ von —1 
Ins +1 unendlich wird, nnd für Jr($) < 1 eine Folge Ton Werihen, 
die nickt mit denen von Q{x) ubereinstSmmen, nnd sich Ton diesen 

dadurch nnterscheiden , das3 cosit bei Q\^\ im Nenner mit dem 
imgekehrten Zeichen von dem bei Q(x) auftritt. 

In dieser Beseichnung sagt die Formel (a) dieses Paragraphen, dass 

<*)... 0"[|]-<?"[l]-««i»» 

ilty wenn Jf({)sB i* man kann hinsnfügen, dass (6) auch noch Air 
Jf(|) :> 1 besteht, wenn nur $ einen reellen positiven Theil be- 
sitzt aber nicht reell ist; letztere Bedingung ist erforderlich, da- 
mit C?[£~^] endlicli bleibt. Dies kann man zeigen, indem man 
wie oben *n£ die eneugende Function snrilckgeht, wobei sn 
bemerken ist, dass dann die Einführung von s'für f nicht durch 
reelle Substitution geschieht. Man kum auch folgenden Weg ein- 
ichlagen: 

£g ist die Differens der Integrale 0"[r1-0"[£] d. h. 

, V dt /*• dt 

/ (x<-cost< y^«^)"^' / («H-cos« 

zu betrachten, die sich in 

tpdt 



^ (H-(a:«-l)sin«fO"^' 
Bosammeneieht, wo die Differenz der (/i-f-l)'«"* Potemsen von 
(x-f cosi« ^x*—l) und (j- — cost« 1) vorstellt, also eine ganze 
Function von x, }^x* — 1, cosfl, genauer eine ganze Function von 
X, («*—!) sin'tl, diese noch multiplicirt mit cost< yx*—l. Setzt 
am zunächst die reelle* Gkdsse tsintlss jf> so wird das Int^al 



le X eine ganze Futtction von m nnd {\j^\—x'^y bedentet, dfe 

Btch y höchstens vom n'"" Grade ist. Da x nicht zugleich reell 
Qad >1 sein soll, so muss X—x^ entweder reell nnd positiv, oder 
iaüignKr wflfdea; yT^' Mt die WoxmI mit mUem poeitiTem 
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§. 24, 19. 



Thnle, (d«r redle Theil kann unmöglich Null soa). Macht man 



BO 



rerwandelt »ich das Integral in 



wo 9 ttne ganze Function Ton x heseichnel» auch Ton a Tom hd^h- 
Btena n**" Grade; die Integration ist über eine gerade Lima an ei^ 

strecken, die von 0 ins Unendliche durch den Punkt 

geht (§. 8); man kauu dafür auch von 0 auf reellem Wege bis 

ins Unendliche integrircn. Ist nämlich P = irgend ein Punkt 




r 

der bezeichneten Geraden, ao dasa aifl^s g:h, so wird — — ^f^,. -. 

für keinen Werth a, der in dem Dreiecke APQ liegt, unendlich, 
also Ist (las Integral über AP vermehrt um das über PQ gleich dem 
über AQ, . Das Integral über PQ ist 

▼erschwindet also, wegen dea Grades n von ^, filr g^oo. Die 
Integratkm darf daher über die Terliogerte AQ, d. h. auf reeflem 

Wege von 0 bis oo ausgeführt werden. Ordnet man nun g>{6), wel- 
ches eine ganze Function von x war, nach Potenzen von x, so ent- 
steht noch nach der Integratu« eine ganze Fnaetioa ¥on die fi^ 
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x= coaO bekannt, nämlich wie man aus (o) weiss, t;iP"(co8^) ist. 
Es mast daher die Diiferenz (c) allgemein inF'*(x) seüi, iaamec 
Torftttflg^aetst, dais { nicht reell, alio 9 nicht reell und grOaser «k 
1 genommen wird, in welchem Falle das ^ne Integral oo wSre. 

§• 25. Im §. 7 tritt neben dfem Integrale, welches (19) ent- 
spricht, em BWtttea yerwandtes auf; im §. 8 wird die Gldcfaheit 
dieser Integrale durch eine Substitution direct geseigt. Dieselbe 

Substitution veiacliafft eine zweite Form für Q, wie hier gezeigt 
werden soll; es wird nicht sogleich der Fall eines ganz beliebigen 
9 behaadelty sondern »lerst die aUgeneme Methode auf besondere 
FSlle angewandt, die sich oowohl darek Einftichbeit empfehlen, als 

auch durch den Vortheil ^ den die einfachen Ilesultate an anderen 
Btelieu verschalen. 

Der erste Fall sei delr eines rein imaginftren sb; man naehe 
« as ly, und denke sksh y reell und fiositiv. Wird dann gesetast 

ycostl-flV -H 

f+coat#yp+I 



ainti = 



Sinti 



*. = , 

mit der Bestimmung^ daas « 0 ftlr 1 8 0 sei, so mnsa, wenn f 

Ton 0 bis OD wächst, u immer wachsen ^da ^ positiv blabt^, und 

für ^ SS oo entsteht I ohne dass cosu je negativ geworden wäre, 
fosn =3 --=^=sx. sin K SP .11. I I , ao'daaa m de> arccotgv wird. 

▼elcher swischen 0 und liegt. Hieraus ergiebt sich (y pos.) 
(20) . . . = Q'iiy) = (-ir/' (y^,^,/^)... 



(y-ai9a»)^Mä)"<fa. 



Hein«» Ihadbudi d. KugdAiaetiMMiu 
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Der cweite besondere Fall se! 6er eines positiven rMlkn w, 
welcbes grösser als 1 ist In diesem Falle setze man 

— f sin«« a 



«+cosii|^d?*— 1 * 



112=0; /=0, 

nnd hat demnach wiederum eine reelle Subetiiationi dorch die 
erhält 

(«,,.)... Q'i.) ,^^^^^,..y 



(a?--450Sfiiya?*— l)"<<ii, (a?>+l), 

u 

wenn die obere Grense der reelle LogantlnnnB der positiven Wnr- 
sel ist. In der That, die vierte Gleichung zeigt, daee % mit I 
wftchst, also positiv bleibt^ die erste nnd zireite, dass e* von 1 bis 

}^a?*— 1 r x—\ 

Der dritte besondere Fall, dass 9 reell nnd <1 ist, erfordert 
schon eine imag;inSre Substitution, weshalb er mit dem allgemeinen 
Bugleich bebandelt wird. 

Anmerk. Dieselben Substitutionen lassen sich bei beliebigen, 
nicht ganzen und nicht positiven n anwenden; sind die Grenzen 
des Integrals nach i beliebig gegeben, niebt 0 und oo, so findet 
man durch obige Gleichungen zwischen « und f das entsprechende ti. 

41 §. 26. Es sei jetzt x eine beliebige Grösse, nur nicht rein 
imaginSr oder reell und zugleich > 1 ; es ist für daf Folgen&a 
bequemer, diese schon behandelten Fälle ansanaehiiesien, obgleich 
£e Bemkafte aoeb a diesen Fitten btnndibar bleiben. Der reelle 

Tbeil von x sei positiv, und o? und mit gleichem Zet- 
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» fn^ii ^ war 0«om4 m wd 'mnärnnm <» tbo <.^n 



und ] x*—l = tBinO. 

Seist man eos((9— «t), nnd versteht unter a, wenn es 
nicht 0 ist, eine positire Gr6ase (fOt a^O ist immer 0<^<|fi 
m neiHnen), se wird 4er reelle ThtSi ron w gieMi cot^.eeeat; 

da er positiv sein soll (Annahme), so liegt 6 zwischen —\n und. 
\n. Es wird bei der Untersuchung yx^—l^ ^J?+l, ^«—1 vor- 
komroeni jede mit positivem reellen Theile; man kann leigeo, dMa 
das Produkt 1 l dem Zeichen nach, also 

flberhanpt ttber«aM«imnil. £■ ist siltmlieh 



d. h« gleich d«m Quadrate von 

e « -f-e"" » 



Werden die Wurzeln mit positivem reellen Theile genommen , so 
entsteht die Gleichung 

indem t^±tr^ immer positiv sein mnss (a ist positiv) und eben- 
so eos4^ (da 6 swischen — 4* und liegt). Das doppelte Pro- 

duct der beiden Wurzeln hat als reellen Theil 

ist daher positiv. 

fjjr^m besonderen Falle a=0, so setze man yx-^-i = /2 . cos|^^ 
4 wt/8.sin4^; daa, Product der Wi|rsehi ist dann genau 




flf wie diefp Ww^el genommeii we^^ Mi|ltey nämlich tsin^. 

£s wird ferner 

y^Zi 2cosd+«-« '* 

der reelle Theil hat also das positive Zeichen, der imaginäre das um- 
gekehrte von 6; für a = 0 verhält es sich ebenso mit dem imf^i« 
jätm ThßÜMf wtfJurend der raeUe verschvindet, 

ISMtk diaaeB TorUnfigaB BatribdiAangaB Mnn wir Itar die 
Oriiiie i dmch dilMaHif Olaidmngen, wlo im aweiteii Falle des 



Torigen Pangrai^eii eine €hröue ein; den dort tmfgfmMUm 
Benehnngen sswischen «-und t mag noch <Ue' dii6 

sur beBseren U^mcbt hmsngefügt werden. Hitnm iai klar daaa. 



e** von 1 bis ^ ■ kommt, während t von 0 bis oe; nm aber if 

.selbst an Terfolgeu, setze man 

wo p nnd q Ton f abhftngen. Da ^ Ton der Form 

ist, wo R und S beide positiv sind (denn x = co&(d — ai), und a 

positiv), ^x*—l aber, mithin auch «+costl)/d7'— 1, dieselbe Form 
hat-, so wird (jp+coitl|^d?'— gleich r—%»md au setaen sein, 
wenn anch r nnd # positiv sind. Hieraus folgt mit Httlfe des 

Ausdrucks von du 

dp-\-idq = (r — is sin 0) dt, 
d. h. p wächst fortwährend mit i, q wächst oder nimmt foitwährend 
ab, je nachdem 0 negativ oder positiv ist. lieber den reellen 
Thal von u ist man nun voUständig nnteirichtet: er wächst von 0 

Vx4-1 

bu au dem reellen Theile von log , Um q watttf m m*- 

folgen, bilde man 

e" _ e-« = (e' — (r — is sin 0), 
woraus, wenn die reellen nnd imaginären Theile geschieden werden, 

(«p— e-p)cosg SS r(^— 

e-P) sin q ä —s(^^—e''^nnO 
folget; es bleibt daher cos^ immer positiv, wälirend sin ^ immer das 
Zeichen von — 0 besitzt, d. h. des imaginären Theiles (s. o.) von 

ifx-i-l 

•K=~=» Da q von 0 an wächst, so wird q nie seinen Quadranten 

y»— 1 

verlassen können, und daher unter ^ji Hegen. Es entsteht daraus 
folgende Regel um den £ndwerth zu finden, zu welchem u gelang^, 
wiBun I von 0 bis oo reell wäohst; man sah, dasa n Slm erreicht, 
während der reelle Thett immer poeiiiv, dev imagiiiäre immer foäßf 
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oder immer negativ ima^^när bleibt, aber jeder Thcil die Richtang 
Miner Znnahme nicht ändert, d. b. immer in demselben Sinne wächst: 

Man suche den log \— L- -, wenn beiden Wurzeln ein posi- 

tiver reeller Thcil gegeben wird; dessen imaginärer 

Tkeil onter -^i Hegt; dieser ist die obere Qrense. 

War im besonderen Falle m = coa(? (und po8itiT)i so gelten 
diese Seblttsse noeli immer y wenn ftr die Wmr»eln >^x±l die 
früher angegebenen Werthe genommen werden. Dann findet man 

— — tcotg^d, also wird der gehörige Logarithmu dieses 



Quotienten 

— |n i + lo^ cotg \ d. 
Um das Bcsultat beim allgemeinen Falle einfacher, 
daranstellen^ fdhre man fi\r x eine Art von Polarcoordinaten 
ein, und setse, mit Anfhebong der früheren Bedentong von r und 0 

(a) . . . X = rco3Ö-|-i|/r*— 1 sinÖ, {n<iO <,\n) 

(b) ... l^i^ = cose»l/r'— l+»r8in<^ 

wo nnter r eine positive Grtkwe verstanden wird, die grösser ab 1 
ist; erlaubt ist diese Öubstitiou, weil 

1) die reellen Theile von s und }^«*— 1 nie negatiy werden, 

2) die beiden Formen {a) und (6) so zusammenhängen, dass 

(•)•-(*)• -1» 

3) r und 6 Air jedes x aufgefunden werden können. Es 
sind nämlicli r und 0, gcomctriscli betrachtet, die bei der Ellipse 
übliche Art von Polarcoordinaten, um einen Punkt festzulegen der 
als rechtwinklige Coordinaten den reellen und den von • befreiten 
imaginären Tbeil Ton m bat, wenn die Ezcentriciiät der Ellipse 
«1 ist 

Es wird dann 



also _ 

(c) . . . log ',. « log V--' 2r — iftrctang , , 

wo der aretang zwischen —in und |ff zu Behmen ist. Flirr «sl 
nnd ein positives 0 wird die Formel des speciellen Falles ^pscos^ 

erhalten. 

Da ft eine ganze Zahl; also 

— cos I» . yS?^)" du 
das Integral einer ganzen Function von cosiu ist, so ist es gleich- 
gültig, auf welchem Wege man tob s= 0 bis zum Eyodwertbe 
integrirt; es ensteht sonach folgendes Endresultat: 

1) Bedeutet :r eine beliebige Grtoe mit posMvem recHen 
TheilC; die aber nicht zugleich reell und kleiner als 1 sein soll, 
und wird mit demselben Zeichen wie x genommeui so ist 

= / («— cosin.y«*— l/rfn, 

und zwar bezeichnet die obere Gk^uze den Logaritiimus der mit 
posittvem reellen Theile genommenen Wurzelgrösse, dessen imagi- 
närer Thcil <:4^. Durch (a), (6), (c) wird dieser Logarithmus 
vollständig definirt. 

Der besondere Fall eines rein imaginttren xss%p ist übrigens 
im Besultate eingeschlossen ; der Logarithmus wird dann — tarccotg^, 
da man 0 = J^7i, y=:\'r* — l zu setzen hat: macht man noch u = — iü 
so' entsteht der Werth (20) für Q^ix). Für ein reelles Of, welches 
grösser als 1 ist (^=^0), ergeben sich die früheren Formeln von selbst 

2) Ist im besonderen Falle a; = cos^, und 0<cd<.ln, so 
gelten noch die Formeln ad 1), obwohl der Ausdruck des Satzes in 
Worten adl) ungenau wird. Für diesen Fall ist 

(21, a) ... 0"(co8Ö) = ~ xr 

^ ' ' ^ ^ ^ (cosö+isinÖcostl)""*'* 

(oes^— ism^oosl»}'*Af. 
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Die letzte Formel Iä«st sich übriges in die Summe zweier In- 
tegrale mit reellen Grenzen zerlegen. In der That^ ^heüt man 
Am latQgral in eines von 0 bis — nn4 eines von —^fti bis 
— Int+logeolgitfi vnd lühri im «ntcm statt m die GrSiae t» durak 
4i6 Glttebnng — tD^ im swdten darob u^^ ^ini+e wk, so 
erhält man 



Das erste Integral ist offenbar reell, während die zweite, — i als 
Factor eotballan^e Grdsaa denselben inagpnttrea Tbeil wie 



d. h. den imaginiren Tbeii — ^t» i''*(cQs^) hat, wie man auch schon 
aas §. 24 wttss. Die früheren Unteraachangen machen die Be« 
traehtong des Falles tiberflilsBig;, in den 9 einen negatiYen reellen 

Theil besitzt. 

Anmerk. In ähnliehcr Art lässt sich (21) selbst behandeln) 
dsss auch für ein beliebiges u dieselbe Relation awisohen dm bei: 
den Integralen besteht, beweist man nach der Metbode, welche 

§. 8 in der Anmerkung auseinandergesetzt ist. Auch statt der 
Grenzen 0 und oc von t kann man andere wählen, und ündet 
durch die Gleichungen awischen u und i die entsprechenden fftr u, 
§. 27. Ausser dem bisher behandelten Integralausdrucke, wel- 
cher zuerst in den Arbeiten des Verfassers*) aiiltritt, lässt sich 
noch eine Anzalil bemerk enswcrther Formen für Q entwickeln« 
Zaa&chst sollen die wichtigsten Reihen abgeleitet werden« 
die Q entweder für gewisse Intervalle von x, wie die ursprüngliche 
§.22, oder überall darstellen. Man bedient sieli dazu am besten 
der Differentialgleichung (9), die man in iiiren verschiedenen For- 
men (§. 12) integrirt; hierbei werden zugleich Reihen für das 
sweite particoläre Integral derselben Gldehnng auftreten^ und man 

*) €rrtl>e, lournfld f. M. Bd.XltI rmA Berid^i cos TedumdhuigiB dar 
PnuM. ▲ksdemi« d. W. ra Bwlin siif dem Jshre* IAH fi.M. 




0 




(cos 0 — iAindcosvydo* 
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hat 80 eine Quelle, aus der die Reihen des §.4 fliessen, während 
dort jede neue Entwickelung besondere Kunstgrifte erforderte. 

^tmächst entwickeln wir Q, welches schon §. 22 nach abstei- 
genden Potensen Ton m geordnet war, nach anf steigenden Po- 
tenzen von X, mit Hülfe Ton (9) in der ursprünglichen Form (o) 
des §. 12. 

Entwickelt man das Integral der Gleichung 

in eine aufsteigende Reihe, und setzt dazu 

z = a:«-f a,««+*-f-a4««+*+ etc., 
so ist o dadurch zu bestumnen, dass in (a), wenn für s die Beihe 
eingesetsst wird, die niedngste Potenz Von x verschwindet Dies 

giebt a(a— 1) = 0, d. h. a = 0 oder a = 1. Allgemein wird 

2iit)(w-t-<ff2w4-l) 

02^2 « - «2« («^2lll + l)(« + 2lll+2) ' 

also das allgemeine Integral von (a) 

z = cM+kN, 

wo c und k willkürliche Constante und M und N Eeihen bezeich- 
nen , ntmHch 

' i_ "("+% .. »(»-2)(n+l)(n+3) 

1.2 *^ 1.2.3.4 

;v = .-("-^H»+^),3^("--i)(;-3)(»+2)(»+i)^._^tc. 

Von diesen Reihen bricht je eine bei x" ah, die erste für ein 
gerades n, die zweite fiir ein ungerades, und die nicht abbrechende 
wird nur bis ss 1 convergiren, für x s 1 unendlich (§. 17). Setzt 
man xssteo9$, und denkt sich OK.ß'^Cin, indem sich das Re- 
sultat für den Fall i^n <.0<Cn aus dem, welches man hier findet, 
sogleich ablesen lässt, so wird die abbrechende Reihe, bis auf einen 
constanten Fäctor gleich P"(cos^), wfthrend für geeignete Werthe 
von c und k 

sein muss. Durch Yergleichung der Goefficienten von cos**^ in 
und M oder N findet man 
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Um zu entdecken^ welche Combiuation von M und N gleich Q"* d. h. 

ist, bemerke man^ daas der imaginäre Theil von Q gleich — 
Min mass (§. 24t), d. h. da» 



0*(cM^} » (eoB^), (11 8 2») 

0"(co8^) = elf— — P^Ccosö), (fl = 2«+l). 

fai swtttea Fall« wird für ooa^ « 0 (§. 84) 

^"'^ 1.3.6... II ' 

im ersten Falle ergiebt sich k, wenn man bedenkt, dass . 

nN^ r 1/' 

ist; bringt man die Functionen unter den Integralen auf denselben 
Nenner (coa'0+ sin'^cos 'il)" ' ^ dividirt durch co8^, und macht dann 

0aslii, 80 wird Ä =» («4-1)* V : mzs; also 



2.4.6... n 



1.3,ö...(ii — 1) 

§. 28. Um die Integrale der Differentialgleichung (19) nach 

Potenzen von ^x* — 1 zu entwickeln, bediene man sich der 
Form (e) des §. 12. Es wird dazu (um die neue Vcrändex'iiche 
genau an definiren) ^ = i^ap'— 1 eingeführt, die Wurzel wie oben 
genommen; dadurch ergiebt sich 

(e) . . . ,(^«-1)0 +(aj»_l)|j -•(.+1)*. - 0, 

eine Gleichung, die zuerst durch eine nach q absteigende Beihe 

^ +<ii ^-*4-a4 etc. 
infeegrirt werden soll. Man findet durch die frtther bennlsten be- 
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kannten Hefhoden 

»(«+1) — Il(ll + l)as0, 

d. h. assn, —(»+1); ferner 

Oim+i Olm („_„^2w,-f '^)(«4-«-2m-l) ' 
also die zwei particulären Lösungen^ welcke wieder als bypergeo- 
metrische Beihen aufiretett: 

wenn man sich der Kürze halber des Zeichens F der hypergeo- 
metrischen Keilie (§. 17) bedient; beide lieihen convergiren von 
pssl bis ^soo. Da /**(a;) nur die n'% (n— 2)*o etc. Potens 
von Q entlialten kann, wenn man es nach abBtMgenden PotanamTMi 
p entwickelt; 0" die —(n+iy, — (ii+8)% etc., so mnss Jtf und N 
bis auf constante Factoreu resp. mit P'*{x) und Q''(x) überein- 
stimmen. Diese constanten Factoren bestimmen sich durch die 

Betrachtung, dass nnd für »«oe die Werthe 

im 

1.3...(2>~1) während 4 "»^ JV«-+* resp. 

1.3... « l.S...(3»+l) ' «• 

die Werthe t" und t'"^ annehmen. Es wird daher 

1.3...(2w-l) ^^„/^ n n 2>i-l \ 
(^>° 1.2... n •^1-2' - 2' 2-' ^ V 

Wtirde man die Integrale der Gleichung (e) nach aufstei- 
genden Potenzen von g su entwickeln versuchen, und dazu, 

wie §. 27 

s « f*+o»e*+Ha,^+*+etc. 
setzen, so ergiebt sich a* sssO und 

(« — 2 m) (« + 2OT+1) 

daboff «ine evate Lesusg 
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Die Wurzeln der quadratischen Gleichung fttr « werden hier 
gleich, DämHch beide gleich 0; die» zeigt, wie man aus den allge- 
meinen Prinsipien der Integration solcher Gleichungen *) weiss, 
dau ebe «weite Lösimg die Form if log^+9 hat, wo q eine Fo- 
tenzreihe vorstellt. Diese erhält aber eine nicht elegante Gestalt, 
weshalb diese Untersuchungen nicht weiter verfolgt werden sollen. 
Dm Historische Uber diese Beihen findet man bei den allgemeine« 
ren. ähnlichen Fomehi in iweiten Theile. 

Darob Einftlhrang von n. dgl. als Veränderliche in die 
Gleichung (9) würde mau auf Reihen geführt, die nach Potenzen 
dieser Grössen fortschreiten. M. vergl. §. 51. 

§. 29. Die letzte Reibenent wickhing, die hier betrachtet wer- 
den soll, folgt aus (9) in der Form (ß), nämlich aus 

•ie «atencbttdet sieh von den frttherea dadareh, dasa sie fttr alle 

Werthe von J brauchbar ist. Bisher war niclit bestimmt worden, 
welcher der beiden Werthe | sein solle ^ e« wird nun fesigesetsti 
dasa man für x die Grüese 

einführt, wenn x und y^x* — 1 gleiche Zeichen haben, das Zei- 
chen von X übrigens beliebig ist: darch diese Festseiaungen wird 
lf(|) ^ 1. Denn es ist 

folglich hat eine von den zwei Grössen a?+)''j:*~-l einen Modulus, 
der grösser als 1 ist, jedenfalls aber x+^x*—l einen grösseren 
Modiikis ab 1, folglich wird Jf (ay+yS»^) > 1. Aaa- 

geoomnen ist nur der Fall jirsas cos^/in welchem Iffl) gerade 
gleich M(^-^)j gleich 1 wird; in diesem Fallesoll wie au den frü- 
heren Stellen ] x^—l positiv imaginär sein, so dass, wenn 1, 
Mdr aokhe Werthe j in Frage kommen, für wefohe | eiM poei- 
tiven imaginären Theil hat 

*) M. TngL Ealer*s lategfalnoliming sa d«r schon olien besdsiafliaii 
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Bs wird, um « nach absteigenden Potensen toh '{ im eiiiwickdii> 

» = r+fl.r"' «4 r"'-f etc. 

gesetzt j man findet dann 

— fi(»+l) = 0 

_ (n + l + '2m-a)in + a-2m) 

d. h. die sw«i particnlttren Lösungen 
Dass 

= 3.4.6... (SST"^ 
ist, weiss man schon ans §. 4, fr; da ferner fUr | gl«ch unend- 
lich verscbwindet, so kann sich, so lange wenigstens ae^l, d. h. 

iV von Q" (x) nur durch einen constanten Factor k unter- 
scheiden. Multiplicirt man die Gleichung Q = mit a;*'^^ und 
setzt « sss 00, so ergiebt sich 

l.a.3... n k 

1.8.6...(2ii + l)~ 
aho, zunächst allerdings nur (§. 22), so lange x^l, 

Bleser Werth stimmt wie bewiesen werden soll genau mit dem 
ff*lx) überein, welches Artther (§. 23, 19) durch ein Integral definirt 
war, und swar fttr alle Werthe von sb, auch Air- die, welche 

einen negativen reellen Theil besitzen oder solche die rein ima- 
ginär; positiv oder negativ sind: man hat nur genau darauf zu 
achten, welcher Werth £ nach dem laufenden Paragraphen zu er- 
theilen ist (l^ämlich M{S)>t, oder wenn { » 0<^<ic.) Im 
§. 30 wird dieses direct bewiesen werden, indem man dieBeihe (22) 
durch ein Integral summirt; hier zeigen wir dasselbe auf anderem 
Wege. 

, I^Dass jiie Beihe (22) conyergurt, so lange Jr<|)>l, ist ohne 
weitere üntersnchnng klar; ebenso sieht man ein, dase die IUUm 
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Alf 1^ ^ gerade wie Q^ix) unendlich wird. (§. 17, d. Nach der 
dott%aii B«B0ie1unuig ist a+i^— ^ »= 0.) Itt «ndUoh | nicht glctich 
1, wohl «her JV(D«sl, so convergiit die Boibe noch, wie wir 
cbrdi «in Verfahren, welches dem am SobhiMe des §.17 ange- 
wandten ähnlich ist, zeigen wollen; man berücksichtige beim Be- 
weise, dass die unendliob entfernten Glieder der Eeihe (nacb§,17,c) 
jedenfiUle venebwinden. 

Um den Gonvergensbeweis sn Albren , wenn lf(|) s 1 ebne 
dass 1 = 1, setze man ST^^C und betrachte eine Beihe mit reellen 
Coe£Gicienteo a 

<^+«i£+<^£*+etcM 
vidobe die Bedingim^ erfüllt a^-i > a», a„ = 0; es mnst dann 
«t+K— a«)£+etc.-f (o»— a,»-i)i;" = 

idt waehflendem m, eo lange M(Q<cl, einer endKcben Grense P 

mtreben, die auch noch für M{^) = 1 nicht unendlich wird. Denn 
in diesem Falle haben die Glieder der Keihe als Moduln res^. 
tt^f (a«-r<>i)> etc. (Om-i der Modnlns einer Snmme ist immer 

kleiner als die Snmme der Modnln der Sammanden, ako ist Jf(p«) 
kleiner als 

Daher bleibt nocb fUr jedes m endlicb (als Gegensata des nn- 
«ndlidi Grossen), selbst wenn M{Q 1 ; ebenso 

Pm ^ 1 ^ <- I I ^ um— 1 , öjnW 

j37j»«o+aii,+etc.4-a»-ii, + X— 

Das Glied €Lm, daber convergirt su 0 für fn=oc, wenn mcht 

£=1 isty 80 dass die unendliche Keihe 

die Somme ^ ^ gicbt, wodurch der Conirergenabeweis geliefert ist^ 

Bleibt eine conrergente nacb { geordnete Potenzreihe bei 
Veränderung von | convergent, so bat sich die durch sie dar- 
gestellte Function, wie aus den Elementen der Beihenlebre folgt 
ssntintnriieb ge&ndert^ .die dsreh (22) dargestellte FaBotfen, wdcbe 
0» bsbean «agy.bia der Beneia gelirtfort ist,, dass sie fttar jedfBs m 
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mit Q^ix) übereinstimmt, ändert sich also continnirlich, wenn 5 
von einem Werthe, dessen Modulus 1, der aber nicht selbst 1 ist, 
oontinuirlich wüchtt Dieselbe Eigenschaft hesitst aber (y[S] (§-^ 
Anmerk.); denn der Nenner im Integral Terschwindet nnr {s. «Ih»- 
daseHMt) yman £ reell nnd ^1, also ftkr einen Wei^ tob | der 
hier nicht in Betracht kommt. Daher ist jenes Integral, «wischen 
t = 0 und einer beliebig grossen endlichen Grenze g genommen, 
emiliniiirlich^ der Modalns des Integrales tob ^ bis od wird mit 
wachsendem g beKebig klein, also das ganae Integral continvip- 
lich, monogen nnd monodrom ftlr alle | von jlf($)ssl iscl., ansge- 
schlosscn J = l, bis J»f(^) = c». Für f>l, also für M (|) > 1 
stimmt mit Q"[^\ überein, also auch für =s 1, (selbst wenn 
der imaginttre TkeiX von | negativ genommen wird) wegen der 
Contiaml&t. Aber « 0*(jp) fikr da | dessen Hoduloi >t, 
nad avch dessen Modulus « 1 , wenn der imaginKre Theü im 
letzten Falle positiv genommen wird; folglich ist wirklich die 
Eeihe Q^, füf jedes a: gleich der durch (19) definirten Function 

Dass das oben erwidmte Integral 



({r4-i)+co8i<(r-i))"+* 



9 

wirklich mit wachsendem g verschwindet, erkennt man schleich» 
wenn man durch die Substitution ^ s » die Function unter dem 
Integrale au einer rationaleii nach s macht, deren Zähler vom nur 

deren Neuner vom 2n4-2'«" Grade ist.] 

Aus den obigen Betrachtungen folgt also : Welches Zeichen 
auch op hat, wird nury«*— 1 mit demselben Zeichen wi« 
genommen, oder positiv imaginär wenn x reell und <:iy 
immer ist die durch (22) gegebene Function Q"ix), so- 
bald ^ = x-\-yx*~-l gemacht wird, gleich der im §.23 durcli 
(19) definirten 

dt 



(«+coa4iySB*^>-+^ 
Man istte (29) noch ebmal ins Auge, wenn 9 » oea^» nlao 

für ^ » s^'o; (0 < ^ < Ii). Für diesen Fall zerfiOlt iT^x) nach (22) 



(. 80, 2a. L Theil Dritte« Kapital f9 

ia swei Tbeiie, eioaa reellen A und einen ima^V^^i^ "^h ^ 

wiUirend B die Beihe wird, die aus obiger durch YertaaeclitiDg 
aller Coainai mit Siiitts etttiteht. Diese ist aber nach (15) gleich 
iniP'(coB0), 80 dass man wiederum findet 

(^"(cosÖ) = A—iniP^icosO). 
Man vergl. §. 24, a nnd die (a) unmittelbar folgenden Entwicke- 
longen« 

§. 30. Der directe Beweis der Gleichung (22) für alle Werthe 
von X mit beliebigem Zeichen, auf den ira vorigen Paragraphen 
hingewiesen wurde, läast sich durch das Verfahren geben, welches 
Enler *} aar Snmmation von Beihen durch bestimmte Integrale 
inwendet. Zu diesem Zwecke bedient maa sich der bekannten 
Formel, welche die Eni er* sehen Integrale erster GKtttong durch 
die zweite Gattung F oder il ausdrückt 

und welche ein positives a und 6 ▼oraussetst« Hit Hülfe derselben 

.ergiebt sich der Ausdruck des Integrals 

(*)... /*ii^»(i-ii)^(i-ii{-»r^*+*>4iii 

ti 

duroh eke bjpergeometrieche Beihe; entwibkelt man nimlieh 

nach dem bioomischen Lehrsätze in eine nach Potenzen von tff ^ 
aofirte^gende Beihe, die cenvergirt^ so lange M(ufr\ wie hier ge- 
sehieht, nicht 1 Überschreitet (denn Jlf<|) sinkt nie unter 1), se 
wird das Integral der Summe der Glieder gleich der Summe der 

Integrale, wenn diese nämlich eine Summe besits&en, also {b) ver- 
mittelst (a) gleteh 

*) Instttattones CdMi l«t0|nBs Toi II, Bect.1, Cap.XI. 
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Um diesen Aiuclrnek mit (22) in Ueberefnstimmung zu bringeiiy 
setze mau er = /9 = dass (c) dann noch für ein ^, dessen 

Modulus 1 ist (aber nicht ^ = 1) convergirt, weiss man bereitsaus 
§. 29. Multiplicirt man endlich noch mit 1"*"' so wird eine Glei- 
chnng erhalten deren Ibke Seite 

\> ■ 
durch die Substitution 

«—1 1 + fi 



in 



endlich durch die Substitution f> = cost^ in 

dt 



y (a?+co8«.|/S*^l)"'*^* 

Übergeht. Die rechte Seite stinwit aber mit der ran (22) Uber- 
ein, da 

jr(— D-TTw ^ 2.4... (2n) • 

• §. 31. Im Vorherfjehendcn ist die Differentialgleichung (9) 
für alle Werthe von x durch awei particnläre Integrale P ond Q, 
die für jedei w vollatänd^ definirt waren, ond dadurch das alt 
gemeine Integral gefunden. P als ganze Function von x bleibt 
stetig, nicht aber Q, man mag es als Function von x oder J be- 
trachten (§. 24, Anmerk.). Der Vollständigkeit halber soll jetzt die 
Frage behandelt werden: Wie setat sich eine Function m, welche 
der DiffBrentialgleichung (9) genügt nnd in einem beliebig kleinen 
Intervalle von » gegeben ist, auf einem beliebig gegebenen Wege x, 
der nicht durch den Punkt 1 führt, continuirlich fort, so dass sie 
me aufhört, der Differentialgleichung zu genügen? Nach der obigen 
Bemerining Uber P ist es nor nftihigi die Fortsetsnng von 0 sn 
betrachten^ ans den aligmwnen Prinnpitti fidgt anch^ daM wenn 
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MB aut von kgtnd nrnrnm, et toi iras#^, Mgciit 
Ifodolas > 1, man Air jedes andere arsa?, wieder dieselbe FmictioD 

erhält, 80 lanf»e il/(x, 1, und wenn der Weg, welcher 
von X zu X, führte, nicht in den Krei» eindringt, welcher mit dem 
fiadias 1 um den AD&ogtpnnkt beschrieben ist (kflrser snsgedräckt^ 
winn immer Jf(d;)>l Ueibt); diver Kreia enthKit nimlicb die 
iimratiieben Unstetigkeitspnnkte von Q. 

Die anscheinenden Schwierigkeiten dieser Frage, welche eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung betrillt, verschwinden, da 
man ei» stetiges lategral dieser Gleiehung kennt, welches einegme 
Fonetioii von x »t. Abel*) bat nimKcb eine Methode ang^beoi 
die allerdings im wesentficben schon von Enler **) berrObrt and 
seither grosse Verallgemeinerungen erfahren hat. um ein zweites 
Integral einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung durch 
€in gegebenes erstes anssudrttckeD. Ist s ii^end ein Integral der 
Qleitbnng 

(a)... (i-a:')g^Siapg+»(«-|-l)*=0, 

der auch /'"(o;) genügt, so dass 

tl'vi.'^Jtjii ito.v'j 'H^i i . . f . •! i »^'::A ...'1 

(6)... (t--Ä')5^-to^+fi(i»+l)i' = 0, 
io ergiebt sich, indem man (a).l*-<(6).s bitdet, 

also wenn c eine Constante bezeichnet, 

*L ,A .o, 'y ■' • ] . :i{ .- - 

endlicb ^ÄdS^fi^vision äareli J"^ und darauf folgender Integration 
nach X, 

9 _ /* da? 

i'(x) ~y (x*-i)(P(x))*' 

Soll für ein wdches >• 1, mit ^" übereinstimmen, so mnss das 
Integral für a?= oo verscbwinden, and aasserdem (§. 22) die Oon- 



*y Grelle, Joomai tlls^ Bd. II, 8.11: Veber einige bestimmte Integrale. 
-) UMiM Qriiali iiavariis ToLU, Beottol, «Bp.iy, proMtaialO«. 
■eiae, WMilMNih d. Ki^elAuctioMa. Q 
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tlaalB» e m fMiftnamt werden, daae Uhr 9 

! f "/o Nun ist für SS oo 

ferner der Werth toxi 

I dx 

nach angestellter, hei solchen üntersuchnngeir ühlicher DifPerentia- 

tion gleich 

(2«+l) x*^l\rJ 

oder gleich 

(2n+l) A1.8...(2ji-1)/ 

folglich c= —1, also endlich 

(r) ... » = J»"(a;)/* . 

Die Aufgehe die Function welche der Differentialgleichnng ge- 

ntigt und für Werthc x >» 1 mit Q übereinstimmt, zu verfolgen, 
während x verschiedene Wege einschlägt, ist also auf Betrachtung 
dieses Integrals (c) reducirt. Die Unstetigkeitapunkte, welche in 
Betracht kommen kennen, sind daher a; ss ±1, und x^a, ß, etc., 
wenn durch diese Buchstaben die Wurzeln der Gleichung (o:) = 0 
bezeichnet werden, die (§.9 und 11) sSmmtlich reell, kleiner als 
1 und verschieden sind; es wird sich zeigen, dass durch die be- 
sondere Natur der Function nur die krituchen Punkte +1 in Be- 
tradht kommen. 

Zerlegt man die Fnnctioo unter dem Integralseichen in Partial- 
brüche, so wird sie die Form annehmen 

wenn sich die Snmmenzeichen auf alle Wurzeln a, ß, etc. beaiehen; 
ea Sadert demnach das Integral, wenn x uigend einen y^n den 
kriliiohen PanMui nmkteisft, jadevaal adnen Waith nm M 
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«riliplicirt mit * oder d«ai WtreiMaii «nd 4alMr ktanto 

man glauben, dass x keine FnucUou von ^ sei: anders gestaltet 

lidi dier du Veriiiltaitt dadurch, daai simmfliclie B verBchwMoi. 
Bettumiit man ninilich e, k, A vaä B, lo ergiebt ri< 



^ ^, (ar = l); (x=-l); 



aho smiichpt ^ 

FarttoMng det Lid« « imtar Fjm) 4m DifBiimlkl 



dP*(x) 

qnotienten ^ ■ TaratAbt Um nun Wfik B w ermitteln^ aetse man 



80 dasa 9>'(a) zu suchen bleibt. Didcreutürt man loganthmischi 

•o wird 

Für WeiVt ©(i^) und endlich, während ^(•^)-(^-7«)^(«> 

■ok k I THTWidflll. Dia «sie IMffcnntMtMa giebl all Warth 
daa Asadraeha 

£a awaite — jpT^» 

(f'(a) « ^P"(«) 



erhalten wird. Bringt inan die rechte Seite auf gleiche Benen- 

nuug, so wird der Zähler (a*— 1) P"(o)-j- 2 oP'(a) , und dieses durch 
die Differentialgleichung n(N 4- l)P(a) alao 0; daher Yerachwindet 
^(«) oder Bg, Ei wird deamaiph 

1^4*1 

wo log ^^^ durch daa Integral 

6» 



84 tTkeih MtlMKifileL §.32,22. 



«••■/■Ä-r, 

ffijr a » <x> def inirt ist £s ändert atcb also » nur bei Umkrei- 
snng der Punkte ;tl um ±iitF'(^)« 

Die Formeln (t/) und {e) ^eben das Mittel an die Hand, zn 

bestimmen um Avie viel ganze Vielfaclie von TiiP sieb z nach Zu- 
rUcklegoDg irgend eines Weges von (J unterscbeidet) es toll diese 

Untersucbuug , welche durch die bekannte Behandlung des / — 

schon lange erledigt ist und hier keine weitere Anwendung findet, 
yerlassen, und nur das Resultat in den folgenden Paragraphen ge- 
nommen werden, dass fili' ein x, dessen Modulus grösser als 1 ist, 

gesetzt werden kann, wo JT eine ganze Function (vom 1**" Grade) 
bezeichnet Wftre M(x) <C 1 angenommen, so hfttte man offenbar 

eine ähnliche Formel. 

§. 32. Der vorige Pari^raph lieferte als besonderen Fall eine 
Gleichung (f), die schon im §. 21 abgeleitet war, und wel<^e gilt, 
so lange M{x)'> l. Die ganze Function Ä* ist zwar durch die 
Untersuchungen an jenen Stellen vollständig bestimmt, man kann 
sie aber mdti, wie Christoffel *) in der schon früher erwähnten 
Arbeit gezeigt hat, in eine besonders elegante Form- briAgta. 
Um diese zn finden, setze man in die^ Differentialgleichung (9) 

far a den Ausdruck 

x4-l , 

ein; der Factor von ^log ^ im Resultate ist dann - 

daher 0, und es bleibt «ur Bestimmung der ganzen Function i{ 

*) DIssertatio inauguralis p. 64. M, vergl. auch die Arbeit desselben Ver- 
liflaen: Bozohardt, Jouru&l f. Math. Bd. LY. S. t>6. 
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die Gleichuug 

odor nmoh (17) 

= 2[(2»--l)P'"*+(2ii— 6)l^+(2ii~9)l»^"*+ etü.]. 
Man entwickele nun IT in «ine Reibe von Kvgelfanctionen 

■» 

und bestinane die Coefficienten a; da die linke Seite von (a), wenn 
P*~* flip Ä* gescbrieben wird, sich in «i(2ii+l — ▼er- 
wandelt, 80 sind die a so zu bestimmen das« 

Sm (2n + 1 - «0 tt« = 2 2; (2» - 4p - 1} />— 

m p 

d. Ii. e» wird a,, a,, etc. gleich 0, nnd 

{2n-Ap 1) 

Man hat demnach die Endformel 

(23) ... (>" (a?) = i P " {X) log R\ iM{x) > 1) j 

die Reihe bis incl. P** oder P' fortgesetzt. 

Anmerk. Ist <: 1 , so wird die gleiche Formel gelten^ 

wenn nur log^^-^-j nach Anweisung des §. 31 gdiörig defiaiH ist» 

§. 33. Die Formel (23) hat, wie bereits §. 21 erwftbnt wurde, 
Gauss zuerst anjj^'geben. Neumann (der Vater) kommt*) zu 
derselben von einem Integralausdruck für ()" ausgehend, der, so 
lange M{x) > 1 mit der bei uns definirten Function überein- 
stimmt, für andere Werthe sich von ilir nur um ganse Vielfache 
von inP^ nnterscheiden kann. (Das Letztere sieht man aus den Be- 
trachtuugen des §. 31 sogleich ein.) Man findet das Integral 



*) Grelle, Joufii. f. Math. Bd. XXXVII S. 24: Entwicklung der in eUipti- 
sclien Coordinaton ausgedrückten reciproken £ntfernung zweier Punkte in Beihen, 
welche nach <l<'in L aplacc'schcn 1'" fortschreiten, und Anwendung dieser Rei- 
hen zur Bestimmung des magnetischen Zust«ndes eines Botationaellipsoids , wel« 
eher durch vertheilende Kräfte erregt ist. 



M I. Tk«lk Dritt« Sapttel» |.84|>iki 

Ton Nenmann leicht am (14) 

-i-«T(2ft+i)P-(jf)0-(a:), 
•«'"■y «=<) 

indem man nach (11) den Coefficienten von P^iy) in dieaer Kot- 
wickeluDg nach F durch die Gleichung 

(24) ... 0» = */"^% 

bestimmt. Um von diesem Ausdruck auf die Form (23) zu kom- 
men^ setae man die rechte Seite von (24) in 




um; der erste Theil ist das Integral einer ganzen Function von x 
und y, vom Grade n— 1 nach jeder dieser beiden Grössen, bat also 
die Form — Ä", wenn R eine ganze Function (n — 1)**" Gradea 
nach X, wie oben vorstellt Der zweite Theil giebt unmittelbar 

Die Forme! (24) hat Jacobi *) wesentlich verallgemeinert, 
indem er sie auf Integrale von Differentialgleichungen hjpergeo- 
metrischer Reihen übertrug. 

§. 34. Die Kagelfunctionen erster Art worden im §. 5 ab viel- 
fadie Differentialqnotienten einer Grösse dargestellt, zugleich auch 
die Methoden von Lcgendre und Ivory erwähnt, welche die 
Differentialgleichung der Kugelfun ctionen behandeln. In den fol- 
genden Paragraphen werden die Betrachtangen dieser Autoren, 
niiT den g^enw&rtigen Zwecken gemSss verarbeitet vorgeführt 
und vonsugswdse zur Ableitung fthnlicher Besultate fUr die 
Q benutzt. Es ergiebt sich hieraus zunächst^ dass Q* sich als ein 
«fach es Integral einer einfachen Function darstellen lässt; für 
die ganze Function m'^" Grades ist dasselbe ohne weitere Unter- 
suchung klar, indem der n** Differentialquotient von P* eine Gon- 
stante wird. .Um WeiÜftufigkeiten zu vermeiden stelle man sich 
M{x) > 1 vor. 

•) Boreksrdt, Joam. f. Ifslli. Bd. LYI, 8. 164, §.S: UatMWMhuiigca ftW 
die Ditferantialgliiohnng dm hTpergeometcifekeii Beahe. 
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Differentiirt mau die DiffereDtialgleicbung 

(9)... (i_*«)g-8*>^+«(i+l)» = 0 

»mal nach %, and setzt den m*«" Differentialquotienten von » nach 
s gleich s% 80 entstellt eine Gleichung von der Form 

deren Coefficienten A und Ä man leicht durch die Betrachtung 
bestammt, dass Ä.= 2, Ä^ss^, etc. Am^^+Äm~i d.h. ii»=2(m+ 1> 
ist. Femer wird B^es »(n+l); allgemein « it«i-i, also 

= B«,«2 — etc. B^ = B^, — A^ ., daher hat man 

oder 

Die Diierentialgleichang für a" ist abo 

(20) ... (l-«»)^-2(»i4-i)»^+(ii-»)(«+i»-l-i)»'* = 0. 

Für m = n ist die eine Lösung dieser Gleichung eine Con- 
Btante, die andere wird durch 

oder ' r I 

= Cj -TT 

gegeben. Da « = und particuläre Integrale von (9) 

•md, so wird| bei gehörig bestimmten Constanten 

Mm mttssen. Benutat man den Beihenausdruck fUr Q'\ so ißt klar, 
dsss 0 und seine s&mmtlichen Differentialqnottenten also auch Q" 
fHa x^oo versdiwinden; das Integral ist daher von « oo an 

IQ . nehmen.. Femer beginnt mit ^-^^j-^a?"^^*^; es ist also 
c so au besiimmeny dass iOx x^co 
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d.h. — c=(— 2)"//;/ wird. Man hat also 
und 

wenn das Zeichen daf^^ eine (»+!) fache , jedeBmal von x 8 oo 
beginnende Integration anzeigt. 

Anmerk. Um die Gleichung Dir s** vollständig zu iotegriren 
wenn m^n, kann man nicht in gana gleicher Art fortfabreA, in- 
dem awar für in » fi+p+l 

noch immer eine Lösung bleibt, aber die zweite partical&re Lö- 
sung P von (9) durch mehr ak fimalige DifFerentiation 0, ako 

kein neues particuläres Integral giobt. Man gehe deshalb von (25) 
für flt = n+l AUS; also von der Gleichung für 

von der nur ein parttcnlftres Integral (l—of bekannt ist Er- 
mittelt man durch Euler's oder Abel'» Methoden (9*31) das 
aweite, bo wird das vollständige 

und der p''' Differentialquotient liiervon. 

§. 35. Eine Integration von (9) giebt entsprechende Be- 
Bultata; fthnlidi wie die Gleichung (25) lässt sich erweben, dass 

(25,a)..: '^H-2(»--l)«^+(«-m-|-l)(ii+iii)a^«xO 

durch mfache Difierentiation (9) giebt, wenn gleich s gesetzt 

wird. Für nt = n ist {x^—lf eine Lösung dieser Gleichung, eine 
aweite 
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woraus sich als voUstftndiges Integral von (9) ergiebt: 

Es nmss also bei gehörig bestimmter Gonstante c der erste Summand, 

als ganze Function, P"{x) darstellen, wie mau aiicli bereits aus §. 5 
weiss, der zweite, da er für j; = oo verschwindet, bei passender 
Wahl TOtt die Functiiw (^*(«) gebms. Wie frikber swslit naa' 
den passenden Werth von k und findet 

slso einen zweiten Ausdruck von Q: 

Die GleicheetzuDg von (//) in §. 34 und hier giebt 
(6) ... JT(3n)/ — rTr = :nzr((« — i) / r)- . 

Die Darstellung von 0* clnrcli ettrah DW^rtMif^iiiiöti^htcA 
ist vom Verfasser*) nur angedeutet, von Bertram*") aber erst 
vollständig ausgefllhrt worden. Letzterer hat auch die Formel (6) 
gegeben (S. 11. Man berichtige dort den offenbaren Druckfehler 
in den numerischen Goei&cienten). 

§. 36. Jacobi *'^'-) hat eine merkwürdige seither oft be- 
nntate Formel für üinmä entwickelt, dio sich durch gant Hhn- 
liehe Behandlung einer Differentialgleichung beweisen lässt Wird 
yssinm^j {0<:d<n} gesetst, femer cobBssx gemacht nnd be- 
seichnet m eine ganze positive Zahl, so genügt y der Differential* 
gleichnng 

(«)... -j^+ai'if-iO, 

die durch Einführung von x i\Xr 0 in 

*) Grelle, Journ. f. Mnth. Bd. XXVI, Aiimerk. 1, Foniirl 2J. 
**) Jahresbericht über die Königatttdtische Bealschuk). Berlin 186Ö: Zur 
He<Mrie der Kugelfunctioneu ä. Formel 12. 

0 Cr eile, Jomn. f. Halb. Bd. ZV: Furmala transformaiionis intogralium 
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übergeht. Eine n malige Integration verschafft als Gleichung fUr 
eine Grösse jf«, welche darch » malige Differentiation nach x in ff 
flbergehi: 

Ar nmm ist 4a8 eine Bitegral dcrtelb«li «iae Oonstaato^ ein anteia 
SO dass der ursprünglichen Gleiohung (a) jedenfalls 



1 / ^"«-k 



genügt^ während (o) andrerseits durch 

y tae «cOSM^+^BUlM^y 

wo a und 5 Constante bezeichnen, vollständig integrirt wird, nnd 

bei gehöriger Wahl dieser Constanten die beiden Werthe von y 
übereinstimmen müssen. Für Ö = 0 i^x=:l, und der {m — !)'• 
Diiferentialqaotient einer Function von der Form (1— c*)'"~^mal 
«• jeden&Us 0; daher mnss a gleich Null seini und der ohige 
Werth von y ist nur frsinm^. Dividirt man durch 8in^= yi — x* 
und setzt ä gleich 0^ so wird auf der einen Seite mb erhalten} 

das Resultat aut der anderen Seite wird der Coefficient von =7 r: 

in der ÜBtwickelong tmi 

nach Potenzen von A, für a: = 1. Die zu potenzirendc Grösse 
bringe man in die Form l^a;'— (2a;+A)A und entwickele dann 
nach dem binomischen Lehrsatae; das letzte Glied welches einen 

fieitrair zn dem Coefficienten von ■==-, — - liefim kann ist dami 

^ ii(m— 1) 



während die früheren Glieder höhere Potenzen von yi — x* im 
Zfihler enthalten I also für o; = l verschwinden. £s bleibt dahtf 
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für X = l Bur der Beitrag dieses Gliedes, also die Gleichung 

mb = (-ir"\3.ö...(2«i-l). 
Ml d*M Bchlieafllich erhalten wird: 

«•)••• ^-oA^Ä«— >-) 

wenn cos^, 0< e><ii, und (1— x») * die (2w— l)"' Poten« 
der positiven Grösse — x' bezeichnet; die Zeichen fUr die an- 
deren Werthe von 0 ergeben aich dann von selbst. 

Die GlekshuDg (26) ist etwa au£ diese Art» mit Benatsung der 
DübfHiliali^eidiiiiigi yob LioiiTflle'») aligdehet» wihreiid Jaeo^i 
den Ansdmek (26) fand, indem er direot den (m— l)***Diilerential*> 
quotienten vermittelst einer Formel von Lacroix bildete. 

§. 37. Bequemer erhält man die I>arstellQog der LOtvogfln 
alt n**' Differentialquotienten durch iTory'i Verfahren, wekhea 
hier sogleieh in der Verallgemeinerung von Jacobi**) mitge- 

theilt werden soll. 

Bereits Euler***) hat gezeigt, dass dio hypergeometrisdie 
Beihe |f « A ») der Differentialgleichung 

genügt; wird eines der beiden ersten Elemente a, ft, eine negative 
ganze 2^hl —h, und nur dann bricht die Beihe ab, so dass 

durch eine solche hypergeometrische Reihe erAlllt wird, welche 
zugleich eine ganae Function n**" Grades von • ist Jacob i be- 
handelt die vorstehende Form der Gleichung; hier soll sie vorher 

dvreh die Substitution u = in eine andere Gestalt gebracht 

werden, iu welcher dieselbe sich den hier vorkommenden Giei« 
chungen näher anschliesst, nämlich iu 

*) LiottTiU«, Joamal de Math. Tom. VI; Sur «ne IraauUe 4b M. Jacobi» 
p«f. 69. 

Borchardt, Journ. f. Math. Bd. LVI (Zur hypcrgeom. Reihe §.3.). 
InatitBt. Ode. integr. Toi. 11, Sect. 1, Cap. X, pcoU. 130. 
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oder, wenn für a und / andere Buchataben oiogefubrt werdeuj in 
(27) ... (i-x')^ -h(a-bx)^+u{b + n~l)y = 0, 

Diese Gleichung nnteraoGfaen wir nuii, ohne das bisher in diesem 

Paragraphen Gesagte vorauszusetzen. 

Differentitrt man (27) nach und macht s= so eot^ 
steht 

/f ' I/"* f/w"* 

(a) ... {x^w*)lf^^^a^{2m^h)x}'^M'^m^^ 0. 

Hieraus folgt sogleich, dass für m = it ein Integral von (a) eine 
Constantei dass also eines von (27) eine ganze Function Ton x ist; 
diese und Ihre Differentialqnotienten sollen nun weiter betrachtet 
werden. 

Die linke Seite von (a) lässt sich durch Zusammenfassen der 
beiden ersten Glieder in ähnlicher Art umformen, wie früher (f. 12) 

die GleichuDg (9) aus der ursprünglichen' Gestalt (a) in (6) ver* 
wandelt wurde. Macht man zur Abkürzung 

M^=:{l-Xr ' (1 + ^) * , 

SO geht (<i) nach Multiplication durch Mm in 

über. Diese Formel wende man hintereinander auf die Fälle 
m = 0, 1, 2 etc. bis (/<- !) au; im letzterem Falle ist y^+V eine 
Constante: es vvird dann M^y durch den ersten DiÜerentialquo« 
tienten von Mi^, also den a weiten von M^ff*, etc. endlich den 
von MnfT oder von IT« ausgedruckt, und man erhält, dass jede 
ganze Function n**" Grades y, welche (27) integrirt, die Form 

hat, wo k eine willkürliche Constante bezeichnet. Für a = 0 und 
d« 2 giebt (e) unmittelbar Ivory's Btsultat nach seiner Hethode 
abgeleitet; dl 



ist. Bleiben a uud b allgemein ^ so hat man Jacob i's Resultat, 
die Darstellung einer gewisBen, noch näher zu betrachtenden gan- 
sea Function durch einen vielfachen DifferentifJquotienton* 

Um dieselbe anfasMbMi» int^grirt wmtk (27) dmiEii mtifi^mak 
PotAnzeu von u aufsteigende Keihe und findet 

v^-v?» , y = Ff — «, 6+11— 1> -o— » -ö-> 

Durch Vcrglt'ichung der Coet'tit ienten von den höchsten Potenzen 
vüi « auf beiden Seiten Qndet man aeblieMlich 



(fr— a)(6— a+2) ...(6— a+2»-r-2) 

§. 38* • tMe früheren Formeln, auf speciellerf^flci anpfewandt, 
geben interessante Keäuitate. von den^u einige hier zuaanimeuge- 
stellt werden Böllen. 

Man betrachte die Werthe yoii Q*(ß) den verschiedenen 
Fallen. Aus (l^o) folgt, dass für ein posi^Tes reelles y, also Air 
ein positives rein imaginäicb u < • i. i v< 



(a) . • . 0*(ty) « — < / : — ?=F= = — iarc cotgy 

»R f tf4-cosil.¥^i^l \ 



'•/ ?=F= = — «arci 

t^j^lf+cosil.y^J^-l ^ 

ist» w«ui der arc. Wf^cben 0 un^d 'li^ Es würde 

Ö"(_»y) = ./ — 

-i ii' Ij. . 'f, y-f cüsi/. Vy'+i 

slio s tarccotgy sein. Das Integral (o). geht durch Vertauschung 
▼Ott costf mit — costl in ^ - ^ • - ' i^j/ U 

/ ;= = arccotg« — n 

y— cosi/)/i/'+l 

Uber (§. 24, b}, lat « raell, pcaiti^^jund >1, so wird femer 
aaeh (2(^«). it^a^a 



wltbrond C^(— 9) glräsh log]/^^ wkre. Jit ifemBr 4: raell 

< 1, alio 9 s cM^, tmd 0 < ^ < ir, to wird, wie maii «Uerdmgt 
tobon Mii (10) find«*, iber treit b«qMier mi (21; a) 

Das Integral (6) verliert seine Bedeutung, wenn das Zeichen Ton ' 
coiif umgekehrt wird; dagegtoi wird 

' dt , . ^ ^ • 

Bleibt endlich x allgemein und mit positivem reellem Theiloi 
10 giebt (21) 

(d)... (^°(«) = lQg}/|ii, . 
wo naii den Logarithnmi 10 lu nehmen hat» das« 



/ 

0 



nnd der are. kleiner als ±^«1 gewählt werden mnu; hierbei i«t ^ 
in die Form 

X = rco8^? + »)^r*— Isinö, {—^n<:d <:^n) 
n cot^l/r'— l+trsip^ 
gebracht Man erhilt auch In diesem Falle 



WO der Logarithmns wie oben an nahmen ist 

ergiebt sich dann immer durch die Gleichung 

Q\x)=^xQ\x)-l. 

M. vergL hier ä.52. 

Endfich ist noeh an erwihnen, daaa man Q auch die Form 



geben kaniii waa ohne eingehenden Beweia klar sein wird. 
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Diese einfachen Formeln geitatten die Bttbandlang det Awh 
drackes 



—OD 

a 



keine Bedeutung bat derselbe offenbar nur und immer; wenn y 

ngleicfa reell, negativ und grösser all 1 ist; m allen übrigen Fällen 
indet man sdnen Werth auf der Stelle ^ indem man auf beiliiM 
Seiten mit y«"— 6' multiplicirt, wodurch erhalten wird: 

Die obigen Formeln liefern daher den Werth von J in allen Fällen; 
man wird bemerken, dass hierdurch zugleich das Integral (18) für 
£e eraeogende Funeüon der Q ausgeführt ist. In den besonderen 
Tillen yereinfkdien sich die aUgemeSnen Werth« von J in folgHip 
Üer Art: (Die Quadratwurzeln aus den reellen AusdrUdcen sind 
positiv zu nehmen.) 

1) Es «ei a reell positiT^ b reell positiT nnd < a; 

r ü = lo. f a+y^ \ , 

2) £s sei a reell iiositiT, b reell positiv nnd > a 

di _ t a 



/' « -»Lo ' yfe ('^'^"""g ^iCT ~ 
(o<w«»<g:j^<j). 

3) £s sei a reell positiv und b rein imaginSr nnd positiv 

/** dl 2 fi /o+/ö^+^\_ fi .l 

Diese Formeln lassen sieh in ähnlicher Art Terallg^meinern 
^ (4) in §.6. Fuhrt man ntmKch hi / fUr I ebe neue Ver- 
i e ds ri i ehe « dnreh < » n— o ein, wo o redl ist, ersetrt dann wi^ 

der den Buchstaben u dnr(;h so erhält das neue i wieder die 
Orensen —00 nnd 00; es yerwandelt sieh aber a+^costl in 
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In den beiden ersten Fällen (ad 1 und ad 2), auf die wir uns hier 
allein beschränken wollen, erhält man dann die Beaultatei die iUr 
ehi reeilet posittvee A gelten: 

1) Ist B reell imd poeitiT und Ci reeU, ta wird 

^~ "J^ Ai-BcofiU±C8init ^A*-B'^* ""^A-^iA^^B^-^J 

2) Ist B reell und positiv, femer Ci reell, so wird 

/• dt 
Ai-BGOBU±CsmU 



2 . A 

^B*^c^^A^ ^'"^ """^ i/F+cciy 



und 



dt 



Fooetl+Csinfl 



Die Bedingung ist noch hinzuzufügen, daas ad 1, }/A* — B* — C* 
nnd ad 2, y'Ä'-f C— -4* reell (positiv genommen) sei. 

Obgleich am Schlosse dieses Kapitels im §. 42 bei GMeg^heit 

der Untersuchungen über die imaginäre vSubstitutiou (29) noch ver- 
allgemeinert auftritt, 80 werden die hier gegebenen speciellen Fälle 
doch nicht überflüssig sein, da et immer einige Rechnung erfordert, 
wenn das allgemeine Resultat auf besondere Formen angewandt 
werden soll. 

39. Wir gehen jetst nn emer neuen von Laplace in 
der M^caniqne odleite für die P untemomnmen Untersnchung tther, 
nimHch zar Betrachtung der Kugelfunctionen fttr unendliche 

Indices ti. Man kann sich dazu sowohl der Reihen bedienen, 
wie es hier, als auch der Integralform, was im §.40 gesohehea 
if»U| .tt(n dort die fbr aol«he Zwecke abliohea HethMlen m adäntaim. 
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Dm R«ili#a, «tlelie«« Qmnii$ gelegt #«#d6D; amd te^O^o;) 
kl §. 29, Formel (22), für /»"(j?) im §. 4, (a) und (6), abgeleitet. 
Es aerftlUt Q^ix), welches wir zuerst betrachten, inM&PrO' 
daet TOD einer Coostanteii 

_ 8.4... (8ti) 
• 1.3,. .(211+1)' 

^ wi4 Maer Beihe, dll« ftir alle ia Frage kommendeD | 
cwTeigirt, und iUr f| s= sc iu 

AWrgeh^ wekbet bekanntlWi gWcb (l-r.|-«)""* ist, weim die Wnr- 
Ml mit poaitivem reellen Theile genommen wird, oder 

Bd einigen Anwendungen ist es nicht uotbwendig f\ir « = oo 
tu untersuchen; unten wird aber der Vollständigkeit halber auf 
gewöhnliche Art abgeleitet werden. Man hat alao 

wo mit wachsendem n zu 0 convergirt. 

Ist M(Q>1, so Usat sieb der Werth Ton dnreh 
auf gleiebe Art finden. Botst man nimlich 

. 1.3...(2w— 1) 
2.4... (2 Ii) ' 

10 wird 

War aber ir{|) l, to darf die Ghrente der Reihe, welche in P 
•aftritt, nicht auf diese Art genommen werden, indem zwar die 
ersten Glieder der Reihe abnehmen, die darin auftretenden Zablen- 
coefficienten aber später wieder sanehmen, lo daai s. B. 

rmp. nut den endlielien GrSeien l, multiplicirt sind. Mau 

wird dia richtige Beaoltat von der Beihe (a) deo 4 anigehend er- 
ballen, wenn dieae aar bb eoil.tf oder ooa0.tf for^esetsti daftr 
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ilMf tw^lipeli wird. Uni wthwimefe - Üa teiiiltll i u g^ W ▼er- 
meiden, bedient man sich bequemer der Gleiobung (15), nach'^tolF 
für ntmoo, wenn 0 < ö < «, 

^ i>"(co8Ö) = c.[Bin(ii+l)Ö+48in(»-f 3)(? + etc.] 
wird. d. h. 

wo die Quadratwurzeln positiven reellen Tbeil erbalten, also 



zu setzen ist. Man findet demnach ' ' • ' * 

P"(c08(>) t« - — cos ( — - 
^ ^1^25n^ V 2 4/ 

Um die Fomeln fertig heraaeUllen« liedwf et;;iafl| 

dw Angabe dee ungefiäiren W«riheg Ton 

welcher aich mit Anwendung der bekannten Formel 

JI(a) « e-a-+», (a«cp) . . , 

als ... 

ergiebt. 

Hieraus folgt endlicb der Ausdruck von Laplace *) für » = oo 
(a)... ncosö)«yjj5^cos(-^^?-^), 
Ibraer allgemein in den ftbrigen FfiUen 

^ ^ ^ ' y»« n—r-* 

nnd für jedes x • ' 

(0)... <r(»)=/|^^- 

. . . jr 

•) M^caniqne eheste Tom.y, Livre XI, no. 3, null Snppleiiicnt au &• Tolmiie^ 
no. 1. 



^ .d by Google 



§n afcmleitoD, b«iiNrke man, dau 



iiL Dl«i Terinai jeK tieh dnrcb die SttbtftÜDtion i/ ^ ' in 



inj* 



Mriigt IM das Litigmi ia «aes ipm 0 bit an dar «adUohoa 
(banae aad a bis oo, aa varaokwiad«! das Itlitere «An* 
ki ftUP »«B 00, wUlaraad da« aralare In 

übergeht. 

Ana den Formeln (a), (6), (c) folgt Air daa Prodaot 
wenn 9 sich ebenao auf jf trie { anf x beaiebt, daaa daaaalbe ftr 

a s 00 gleieb 

1. ^ ,rlY 

vj^y^wenn nicht if (|) = 1, dasB es also in s UnendlLche wächst, 
vcon nicht Jlf£ < jtfi;, in diesem Falle aber au 0 convergirti daaa 
SS fernar gleich 

isfey wenn aftmoosG, d, h. if(|) ss 1. Daher verschwindet es aller- 

jiags, aber wie weaa ilf(v)*» mst -ivia eine FaitBa 

n 

iHä — • 

• 40. Laplaee leüet den Werth (a) ftkr P" an der oben er- 
wibnten Stelle - aua seinem Integrale (6) ab. Nach dieser For- 
mal: ist ' 



aiiisgt dl»ft latqgrat in eines yen 0 bis 411 und von bis ß, 
bringt das letitere dorefa die Sobatitntioii fi— if^ 0k 9 aof üit. 



fjfteimü 0 und ^n, führt «ndliAh Ittr Ka*iii^ di» YwiMwIißb« « 
ein, 80 wird nP" gleich 

Im weiteren Verlaufe aoU nur das erste Integral aus^kbrlick imt^r^ 
sucht werden, da das sweite eine gleiche Behandlang gestatUi; 
wir wollen auch; wie bei Lapl#ce geschiehV nur ^en F-tü #scob# 

betrachten, den einzigen, weldier Schwierigkeiten daibietet. Da 
man das Resultat schon aus §. 39; (a) im allgemeinen kennt, so 
kommt es hier hauptsächlich darauf an, die Vorzüge, welobe die 
Untersuchung in der Integralform hal» nändich die gmaere Feil* 
stellang des Fehlers, ii^s Auge an &ssen. 

Es ist also a;s=;co8Ö, 0<.d<in, |asco8^4-*Biu^> ^a?*— 1 = ttin^; 
setzt man 

o = 2^^^^|--i-« 2sin'ö+t8in2ö, 
so ist der Grenswerth für n s oo too 

/.-/Was)--* 

anfi^usucben« Da die Norm, das Quadrat desModulos, Toa 1— aa 
gl^ch 1— 4sm'^(a— s*), ako am gröisten nlmlich ftr assö 
ist, so werden die Thdie des Integrals^ in denen a nahe an 0 liegt, 
bei grossem n den Hauptbeitrag zu J liefern: man serlege deshalb 

J in die Summe A+B, wo durah Ä daa Liiegnd von 0 bis ^ b»> 

-aeifibnot wird, woin h euie beliebig grosaa^ aber vosi n oBähhiagigi 

Grösse vorstellt ; die Grenzen von B sind ^ und ^. Den einaigeil 

Beitrag zu J, der beachtet werden muss, liefert A, wie geaeigt 
werden soll; zugleich wird dieser Beitrag gefunden. 

Um spiter die Untersuchung nidit weiter untMrbrteh«« 
au müssen betrachte man zuerit den ungefIdireB Werlli Ton 

(1— Ois)*, wo M(az) sicher unter sinö liegt, da s < |. Es wird 
log(l — o«)" « nlog(l~aa)i der log(l— as) ist in eine convergente 
Beihe «ntiriokeibfur: 
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•) Die rechte Seite der Gleichung hat offenbar einen po^ 
tif«D reellen TheiL Dir if (et) it( UeiBor «Ii 1 und o» hat einen 
padH^en reiUen Tbeil 9ain*tf.e. Seiet meo w>^p±qi, bo ist 
1 — OS also mmt—p'Ifqi; l — p und q sind beide kleiner als 1; alsa 
Midi ihr Modiiint. Daher wird 

1— OS SB r(oo«y+tMii1iP) 

wo r< 1; end 

— log(l — et) Ä — logr — y • 
kt einen positiTen reellen Thdl> und dieser Theil i«t gleich 
^IogJ1!f(l — as). 

b) Da (if(l— fl»))« oder 

jV(l-o») = l--4tin«6(»-»«) 
(i» e.)i nnd du a^e* teui Masimnm flUr »«0^ sein MtBunum co§*€i 
ftlr • V ^ erreicbt, lo nimmt der reelle Theil von — Iog(l— lu) 
mit s von s s 0 bis s = | zu. 

c) Hat daher der Modulus von 1 — os an irgend einer Stelle 
dnen um einen endlichen Werth von 1 versohiedenen Modulas} 
•0 wird er ftUr gHtasere a aich noch mehr yon 1 nnterscheiden. 
El wM alao tob diesem Werthe a an bis a immer log(l— aa) 
die Form haben 

log(l-o*)= — ^-yi, . 
wo 9 positiT nnd angebbar ist, also 

(1— «)" ■* e"^(oosy — iain 9). 
Unser Int^al Tersckwindet also von diesem Werthe Ton a an , 
bis s es ^ genommen y wie eine — n'* Potenz mit wachsendem n, 
kann dalier vernachlässigt werden, wenn wie hier geschehen soll 
aur Fehler beachtet werdeni die wie negative Potenzen Yon 11 selbst 
Tfrsohwinden. i 
il) Es wird steh aeigen, dass (1— oa)* einer endltohen Grenae 

sttstrebt, wenn a awischen 0 und — wie gross auch h ist; 

dass es sehen wie eme Exponentialgrttsse, die im Exponenten 

eine Potenz von n enthält, verschwindet, also vernachlässigt werden 
kaun, wenn a die Fo.rm bat a — Cft^~^^ wo 6 beliebig klein positiv 
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aber nicht Kuli und ebenso wie * von n unabhängig ist. In der 
That hat — «Iog(l — <») dann einen Werth, dessen Glied von 
böcbstier Ordnong nach n gkkk an» d. b. 

atii*ae«(98iB*^+f sin 3^)11^ * ' 

wird, dessen reeller Theil also positiv = 2c sin' ^.»^ ist; die folge»- 
den Qlieder rtm der Ordnimg n^**', ete. (fr— 1 kt tth^n 
gaiiv) nehmen sehneli mit wachsendem n nh, xatä der M{t^m/f 
hat als ungefähren Werth 

Es bleibt also nur noch 'der Fall frsO; in diesem setze man »ss!- 

' II 

wo y zwischen 0 und h hegt. Dann ist, genau bis auf Glieder Ton 
der Ordnung ^ 

<»log(l— a») = — ay, 

also mit VemachlässiguBg aller Glieder, welche n im ExpopaBteii 
entindten, 

£s wird schliesslich 

h ... 

i.=/V«)"^^. • •• •• 

nach der Snbttitution « s 



fi 

A 

0 



^80 bis auf Grössen von der Ordnung exch g^ap . - . 
Nimmt man h immer grosser, so entsteht . • » • 

" r 2»8ind "yT"' 

la daw SU« nach Hvltiplica^» toii /. mit e^'. de« W«irth*.d» 
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anleii der Mdmi Istograle mMk, diren Summe sP* g^bt; dai 

zweite geht liieraus durch Vertauschung von —d mit 0 hervor. 
Behält mal) deshalb nach der Multiplication nur den doppelten 
reellen TheiL bei, so findet man iUr nfico^d) die Fouuel (a) des 
vorigctii Panqprapben. 

Auch Dirichlet'a Integrale (§.10) liefern dasselbe Resul- 
trt Iktr l*"(oot^), wie man dareh nachfolgende Betrachtungen ein- 
leben wird, die der VeeftMer kem Bedenken trigi biet mitautbet- 
len, obgleiob er sie einer «Dgedruckien .Arbeit entnimmti nimficb 

der Nachschrift eines Vortrages von Dirichlet über Wahr- 
scheinlichkeits-üechnung, welche etwa aus dem Jahre 1837 her- 
stammen mag. 

Dirichlet betrachtet statt der von uns abgeleiteten Integrale 
f&r P"(co8Ö) allgemeinere, welche entstehen wenn man statt der 

— "i**" Potenz von 1 — Sacos^+c^' die — «*' nach Potenzen von a 
entwickelt, wobei « <C 1 genommen wird. Indem wir ihm bierin 
folgen, racben wir den Wertb ftlr m « eo yon 

"5" (2(008^^— •/ (2 (cos ö — cos y))* * 

anf; fttt^av^ist tTasP» Um daa sweite Integral ao nmsnfbrmeni 
dass ' es dem ersten ftbnlicber wird, setse man darki 0mtn-^'^ und 
ftthr^ II— y ®* *° 

^ V C2(coaV»-i9pi9)y \, 

t - ■ ! 

über, BQ dase eicb U ans vier Integralen derselbtti Form mam- 

men^e^en läast. Macht man nämlich . . i 

H (3<C0»y- COBÖ))* 

BO wird • ' 

- i;"«: J(n + s,0)~yJ{n~s,d)'\-{-\)\J{H + s,n)^-J{n~Syn)y ' 
Betrachtet man eines, z. B. das erste von diesen Integralen, le 
wird -.der Tbcil der Fanokion unter dem Integralaeioben am meiatea 
Mi:W«vtfa|. dae Iiligrali- beitragen, te weUhcn ^ nabe d at) 
Betet man deibalb ^^9, so wird 
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« ec«^/' + mna^r , 

öder wean t eine kleiDe cndlielM GrdMe boaMMhncty sab« 



9 



Macht man a = n-f « uoU afp = so verwandelt aicb die rechte 
mit wacbeeodem m, dnrdi die bekenaten FeraMln 



o ^ 

—^-«0.-5^ AI— ), 

0 ^ 

in 

•o diM man erbllt 

Hieraus folgt, wenn man im Xenner » fkir setzt, 

'* (2 sine/) n 
addirt man hierzu (— l)*mal den Werth, welcher durch Verteoicboiig 
▼on n^d mit ^ entateht, so erhält man Üf vnd für «ae | den 

Werth (a) des §.39 für /»"(cosÖ). 

• §. 41. Nach diesen Betrachtungen kehren wir zu den Un- 
tersochungen des §.17 zurück. £• war dort durch nicht gans 
atrenge Schlosse die Entwickelnng 

g e fundcu ; jedenfalls mn«ste an jener Stelle y>-l vorausgesetzt 
wwrdeo, da Q für keine anderen y defioirt war, ferner x<i]f, ead- 
lidi waren x und y reelL Es sollen jetzt die Bediag«Bg«a 
ermittelt werden, nnter welchen die Gleiebing (•) etntt» 
findet 
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Ztmiohat errieht «Mn am §.89 sogfeidi, cktft 41« Mbe (a) 

diTergirt, wenn ^ ^(q)) nian nehme deshalb an, es sei 
d. h. 

Darch die Integrale §. 7 mid 23 tranaformife man daa »** OKed 

der Reihe (a) in 

\f \j (jf+coBii yy*— 1) ^ 

man eine endliche Anaahl von OKedern; so darf unter 

^ntegrale summirt werden, so dass man hat: 

die Integrale awischen gehörigen Grensen, d. h. 0 nnd fi oder od 
genommen. Die Summe s'«^-i+flr,^o + etc. in intiii. wird mit wach- 
sendem n beliebig klein (§.39); wenn auch die rechte Seite der 
Gieichung in dem Falle beliebig klein wird, daaa dort die Snnune 
oicfat Ton 0 bia II, aondem von ii+l bia oo erstreckt wird, so dttrUm 
daher beide Bommen zugleich Ton ii « 0 bis n a» oo genommen 
werden. Hüa ist wegen der gleichen Zeichen von x und f'x^—l 
licher 

ji(a?-f cos» ^i^) < Mim+ j^^), <il(|) 
Jir(y + cos i r vT^i) > M (y 4- /y'- 1), > M(v) ; 
daher wird der Modulas der von an genommenen Sunime 

anter dem Intqprale, wenn man = S macht (wo £<1)| 

kiem er als 

Bit vnlCiplichrtnde Svmme ist bekannifich eine endliche Qrtan 

2'(2ii+l)J"«t, 

"+1 

die mit wachsendem n verschwindet, also der Modulos des an un- 
tenachenden Integrale 

41 
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hier das Integral nach also der ganze vorstebende Ansdruck 
isdiicb ii4 und dann natürlick wegen m mit wacliseadem i» vejb 

ftchwindet^ zeigt sich sofort, wenn co8i< in -^—^ aiifgelöst, und 

der Grftd des Nennen in Besng aof e* beacbtet wird« Es ist dawi 

klar, dass das Integral nach t von einer Zahl h bis oo mit wachsen- 
dem h verschwindet j das Integral zwischen endlichen Grenzen 0 
md k einer Biobt imendlich werdenden Function bleibt femer end- 
Kehl also «oeb das ganae Integral Ton 0 bis od. 

• ^ e 

Der 8ale, weleber oben benutzt wurde, dass der Modulns ^es 
Integ^rals einen kleineren Werth hat als das Integral des ModuluB, 
ist eine unmittelbare Folge des andern, weleber schon im §.29 
obna Beweis angewandt worde, dass nämlieb| wenn u und e awei 
Beliebige GrOMeii Torstellen, 

|Znm Beweise des iSatzes mache man 

ti » re^, e as ^e*>'. 

Dann ist 

M{n-\-t)) = ]/r*-|-2r(»co8(*p— 1/;) + ?' 
also <:-W(tf)+lf(c) d. h. <ir-\-Q, weil eine Seite des Dreieckü 
kleiner ist als die Summe der beiden andem.J Diese Formel auf 
tmendlieh viele Summanden angewandt^ beweist den HfO&sata. 
Wird tollcksicbtigt, dass 

so kann man aus der Formel, welche nun die Summe der unend* 

liehen Eeihe 5(211+1) P"f«)0"(l/), die in (a) vorkommt, giebt, die 
folgende 

0 {y+C08i«}/y»— 1 — a:— C089}V— !)• 
ableiten» und es ist nur noch zu zeigen, dass dies Integral 
(9^my^ wrrd: in dev Tbat giebl die reckte Ml» ire» (•) dt» 
Ausdruck (6), wie man sah, so oft • » • . % • 

(c) ... Mix-{-Y^^) < Jlf(y+|/?=r); 
se oft also (b) ansg^rt (m-^^'^ giebt, psi (jf-x)"^ ia. ^ 



* 
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Seihe («) entwickelbar, natürlich (r) vorausgesetzt. Es wird nun 
•«erst die Gleiebh«it mit^r der VonMiwatang wes reellen « 
md y bewiM«!^ wenn anifterdem < y nnd jr > 1 gedacht wird; 
hierdnrch wnieidet man lllstige Unterenohungen über die Zetoben. 

Zweitens schliesst man aus dem Bestehen der Gleichheit im er- 
miümien beaoaderen Falk anf das in dem allgemeinen. 

1) Es ist (§. 6) 



j_ d(p _ ^^ 

nJ a— i 



iäih 

HS y — iv+COBtlYy*— 1 

|Metat wird; hieraus folgt, a. B. durch Differentiation Unter dem 
Integrale^ 



iTy (a- 



6cosy)« (yHrzF«/' 



winin man tiberall die reelle Grüsse } a* — b* positiv nimmt. Das 
innere In^gral in ib)^ muitipliciri mit — , ist dann 

(y+coatfl^y^l)'— 1 \ 

[jf»— 2a;y 4- 1 + 2 (y - ar) cos • tyy'-l + cos* t f (y* —1)]* 

Macht mau 

« = y+co8i/y'y»— 1, 

M ist der Ausdruck (6), nach < unbestimmt und noch nicht awi- 
idMO 0 nnd eo integrirt^ . . 



_^ 1 yi:i2ayfa' 

y— a? |/i_2aa;+a"' 

Bellt man Akr a die G^sm eo und y+Vy*.— 1; eo wird wirklich 
iriialtett. 
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V) Die Function unter dem Integrale in (b) wird nur unendlich 
Mm dar Nenner tendiirindet, bleibt also endlicb sobald (tf) hth 

steht; !f — x wird nur 0, wenn y^x, alao auch — ^ — blttbt end- 

lieh, 80 lange x und y die Ungleichheit (c), M{^) <. M(tj) erfüllen. 
Fuhrt man statt x, y, }^x*—l, }'y*—l in die au integrirende FnB»> 
üon I und 9 etn, so entsteht links 

2 

' rechts das Integral einer Function, deren Nenner, mit Fortlassung 
coDBtanter Factoreni das Quadrat Ton 

VcosMl+ir'BinNf— |oos>— l'Sin*^ 
ist, deren Zähler sich von diesem Ausdrucke nur im Zeichen von | 
unterscheidet. Diese Function ist offenbar monodrom nach | und 19 
(nach X und y wSre sie nicht monodrom), als rationale Function 
derselben andi monogen (bat also, so lange M{Si<:M(n) die drei 
Eigenschaften, welche die Fnnction, wenn sie ftkr alle f und rj 
ten, nach Cauchy synek tisch machen). Ein Integral der Function 
nach Constanten in Bezug auf | und 9> hier fp und t zwischen 
endlichen Grenseii resp. 0 und it, 0 und h, ist daher gleichfalli 
endlicb, monodrom, monogen. Da das Integral, wenn man es nach 
t von h bis 00 genommen hätte, mit wachsendem h verschwinden 
würde, so hätte man auch eine Function mit de» genannten drei 
Eigenschaften erhalten, wenn man nach ip und t von 0 bis resp. n 
und 00 integrirt bitte. Wir beBitsen daher awei Functionen Ton | 
und Tjf nSmlich (b) und (y — a:)-*, welche gleich sind, wenn x und y 
reell, <C y, y > 1; d. h. wenn tj reell und >• 1, | reell und >> 1 
oder «B cos^-(-tsin^, wobei jedenfalls Mi<.n* Diese Functionen 
smd, so lange M(S)'<M(ri) bleibt endliefa, monogen und monodrom: 
sie sind daher gleich fUr alle | und ijy so lange Jlf(|) < M(tj), 

42, Das Integral Ton Laplaoe 

. i^(a?)»i./'''(a:-hco«f y/«^)"d^ .. 

"•ü 

s«gt, dass bei der Entwiekeliini; von (x-^eoBp^x*--!)* nach Co- 

. Sinus der Viel£schen von ^ in die endüohe Beibe ^ 
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+ cos V + cos 2y + etc. 

dM Glied 0« gleioli Ut. Diese EntwidMlimg k($iuilo mitt 

Mnreh trliallHi, dm (dp+coi^^dß*-«!)* sQmtn^ Potemi tob 

eofl^ geordnet wird, und dass man dann die Potenien von coa^ 
in Cosinus der Yielfaclie nach den bekannten Formeln umsetzt. 
D* n. eine gense Zahl vocsteUt, so würde die Entwickelimg naph 
len Potenieii nocli QiiTertndert fertbealeheo, wenn flir eoe^ ein^ 
beliebige Oritose, s. B. der Cosiirae eines imaginttren Bogens ge- 
letztwlrd; der Ausdruck der Potenzen von cosqp durch die Cosinus 
der Vielfachen bleibt in diesem Falle derselbe wie bei reellem ip, 
wd flUtt, indei daher^ wenn ^ vai i rteUe Orttaiea TOfitellea imd 
e-dle frfliierai CoBttanten sind, 

(« 4- cos — V - » 0 ya?~l)* 

ffierane folgt nach §. 10, indem die Beihe rechts nadi Corarai und 
Sinus der Vielfachen von (p fortschreitet, ' 

le daes In dem früheren Ausdrucke von P, wenn er auf die Ghren- 
zen 0 und 2n gebracht wird, die imaginäre Substitution ge- 
stattet iaty ohne daaa dadurch die Grensen 'sich ändern. 

Es «oll nun untersucht werden, ob das Gleiche auch mit dem 
Integrale (19) für Q, nachdem dort die Grenaen 0 und oo in — oo 
«d oc «DgewAndelt iind| d. k. mit 

^"'"^^ " ^ (a:+cost<}/i^)-+* 
der FbU iet: dass man t ohne die Grensen nach I «u ändern mit 
l+B TertMioben kann, wenn u eine reelle Goaataate Tontellt, ist. 
^Ime weiteree klar; et fragt sieb nm*, ob man I mit t-\-yji Tertaii- 

ichen darf wenn reell ist. Es wird deshalb das Integral 
^. . . . Ä 

. * ^ <;«+«oe(ö-y)yS^)*+* 

fcetracbtet; 2u ermitteln bleibt, ob (a) von yj unabhängig ist. 
Zntrtt fragt es iich| für wekbe ^ Mf «iaer |CTeiipeii|]Mnji» 
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iler Nmmer in («) rmtHmlmh^ dm Wkagnl dao «rine BtdoQtaiif 
Tadiert liui betnud^ maSolMt ^ia b^too^aNn FlUe: 

1) Es sei dp reell und grösser als 1. Dann kann der 
Ifemei' 

N « «+aos<leos^y(r*^l+sinlfsini^y?^ 

nur verschwinden (da sint^ imaginär wird, sobald nicht t ^ 0), 
wenn t = 0 und x+coBf/f^x*—! ss 0, oder wenn sm^asQ und 

a;+cost«ooa^|^4;*— 1 es 0. Der erste Fall kann lAtht eSnCretMn; 

X . ■ ' 

weil — ^ positiv und grösser als 1 ist; es bleibt also nur der 

zweit© übrig. Für rin^ » 0, muss yj = 0 oder n sein; für 

wird a;,-f cost/cost/zy'a;'— 1 nie Null, wohl aber für tff^n, natür* 

lieh nicbt fUr alle f, loodem fAr ein der Art gewfthhes, daas 

coä il = ■ In dieaem Falle hat mau also dasEesultat: Wird 

' der Winkel tfß in N festgehalten; wahrend I alle Werthe von ->o» 
bis +0O erhält, so verschwindet N nur (für einen gewissen Werth 
von /), wenn %ff genau = +ft ist. Bezeichnet e eine beliebig kleine 
pomtiTe Grösse, so wird also endlich bleiben für alle ^ 
«wischen ^n-\-ß Uber 0 hinans bis js^t. Der eingebe-, 
bene Werth 0 seigt die Bichtang an, in der wachsen dar£ ^ 

2) £s sei X rein imaginär n ty, so nimmt —iN die Form 

y + costf OOS V/ ^!f*-h 1 +sintl sin 1 
an, verschwindet also nur für sint< sini^ =s 0. Für sinV' =s 0 kana^ 
tiV nicht verschwinden, indem es sieh auf y±co8i<^y*4-i redn- 
cirt, ond l/jj^+l schon > y; ftür I s 0 aber redueirt es sieh anf 
y-hco8vyy*+l» versehwindei also» wenn y eini« Wetlh m 
reicht, der durch die Gleichung . . 

ff X . > 

bestimmt wird. Nennt man den Werth V'o; welcher zwischen |is 
und n liegt, so wird also JV nur für und verschwinden, 
odto ir^ bleibt eadlieh ittr alle ^ von — «Ibar 
kiBMf bia ^^a« wtan - 



&Ti«il Mte&fiW. Iii 

» ' .'. m n 

ttt4 sweitena aaok Ton V^o+< über is biiiao« bft 

3) Es sei x^coiO, 0<^<ii. Alsdann verachwindet iV 
rnnr, wenn das imaginSre Glied 

*' " tcostlcot^im^ 

ausfällt; also für = Für jeden dieser zwm Werthe wird 
das Uebhgbleibende 

cQstf±8in0 — 2 — • ' 

mmkwMm, da e-«— ^ aUa Warthe von ^oo Ina ao ariillt £a 
U«lb4 also -iT^ andltoh Ton —4«+' übar 0 bla ^n^e; 
und iweitant von ^n+e Uber iv bis In — «. 

Man betrachte endlich den allgemeinen Fall, in dem x 
complex isty und setae dazu, wie §. 26, (a), indem num x positiv 
annimint, 

4) mssrcmd+iyr^^nnd; (— 4ji<Ö<4«), Dann wird 

X r^r*— 1 — t sin Ö 008^ 

Soll dieser Ansdmek gjeieh •--eoB(t< — V') setn, so müssen daher 
die awet Gleiehnngen 

— |J- — r^ss »oostfeost», 

r' — cos*^ ^' 

sin ^ cos ^ e* — e~' . 
r'— cos"ö 2 ^ 

erftült s«n. Ein Werth ^/^ dei^ ihnen genügt, liegt wie man aus 
der ersten sieht, zwischen \7i und n; dieser heisse t^^; derselbe 
entspricht einem gewissen i, dem gleichen aber entgegengesetzten i 
Mspricht ^Vt* Mehr Werthe ezistiren nicht, 1taaii''sagli^eK( 
btnterikty^^iN^ tfiaii die EHmiilifiansgl^&e&dig ^ ' i' ; ) l 

/JLX •m'^eos*^ . , 

^ ' coB*^ sm'v* * 
gebildet hat, die allerdings vier Werthe f\ir cost// liefert, von denenl 
abar pnr ainsr negativ und kleiner als 1 wird, der folglich allein 
«ifriBgliDbiB baidan Gleialwn|pB gamllgt. Man b«t alif dii 
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Betultai: N^^ bleibt enilieh dir alle ^ yob — ^,+« bti 

t//o~-*, über 0 hinaus; zweitens von ^ = ^^4-* bis 2fi— V'^— f 
Uber n hinaus; wenn yj der zwischen und n liegende 
Bogen ist, welcber sicb.durcb Auflösntig ron (^)ergiebt 
Nachdem die Stellea beeeiehiiet worden sind, an denen Nr^ 
unendlich wird, gehen wir m dem zweiten Theile unaerer 
Unteraucbung Uber, und betrachten daa Integral 

•/(«+coatiy?=a)"+' 
• wenn Aber renchiedene Wege integrirt wird. 

Sind die beiden Punkte auf der Achse des Reellen, welche 
die.. reellen Gröuen vai +h darstellen A und die Fntikle 

» • * 







r 










r ■ 




1 










c 






X A 













Y 

— A-f ^ und h-^Hfi ferner C und D {iff besetobnet eine reelle^ fe>* 
fltiTO oder negatiTe Cböiae), eo daet ABG^ ein Beebteek iai: 
wird J, anf reellem Wege vofi — bis h genommen) alaö tber 4# 

integrirt, gleich dem Integrale über die Peripherie ACDB genom' 
m»n, wenn innerhalb des Rechteckes der Neuner nicht verschwin- 
det Die Bedingangen bierAir nnd ad 1-^4 angegeben. Daa In- 
tegral Uber AOtB mwMt in die Bräme der drei i^hmt Ad 
DA; im ersten durchläuft i die Werthe A + i^pt von qp»0 

bia f ^H^i im aweiiaa f«s^+ii von., -^h hu ussski m 
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dritten f K Ton ^ « ^ ^ ^* Das Integral über den 
sweiten Weg CD (KUrser angedeutet: J, CD) ist daher 

du 



fittner J, AC 



eodlich J, DB 



•f 



Mit wachsendem h verschwinden J, AC und J, DB, da die Nenner 
nnendlicli werden; sie würden auch noch verschwinden, wenn unser 
nnprttngliches Integral J im Zähler noch eine ganse Function 
▼on coatl höchstens vom Grade n enthalten hätte. J, AB geht 
dann in 29"(a;) über, während J, CD eich in den Ansdruck (a) 
dieses Paragraphen verwandelt. Setzt man in (a) noch <+m für t, 
wo II nirgend eine reelle Constante beseichnety so hat man endlich 
das Besnltat: 
,i£8 ist 

/* dt 
^ (a? + cos (• I H- in — V') V?^)"^ 
▼on u und ^ nnabhftDgig; also si2ff*(x) wenn im Intervalle 

von — Vo + ' ^ V/q — * bleibt, wo t//^ einen positiven Win- 
kel bezeichnet, der nicht unter -^n liegt, und ad 1 gleich n, 



X 



ad 3 gleich ^n, ad 2 durch die Gleichungen cosi//^ as — y==:=^, 

^« <r < ad 4 durch (6) und -^^r <; V <C ?i gegeben wird." 

Wäre V grösser als 1/;^ genommen, nämlich zwischen xp^ und 
und 2n — wodurch, mit dem früheren Falle verbunden, jede 
Lage von ^ in den vier Quadranten umfasst wird, so wttrde man 
dieselbe Betrachtung für das Rechteck CEFD angestellt haben, des- 
sen Eckpunkte E und F die Punkte — Ä+wt, darstellen. 
Man hätte dann gefunden, dass (31) von ^ unabhängig ist, insofern 
man Werthe daft&r nimmt, die dem Eechteoke CDEF angehören, 
kann also n für setzen. Berücksichtigt man noch dass (p. 63, b) 

Heine, Handbuch d. Kugelfuaciiooen. 3 
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dl 



(x — cos it] x^ —i) 
wenn man nur den Fall x reell und >> 1 ausschliesst, der aber hier 
nicht sor Anwendung kommt, weil fUr ihn yf^ gleich n wird, so findet 
m&n folgenden Ergänznngssats: 

„Liegt aber tff zwischen ^^0 + * — V'« •** ^ntd, wenn 

X positiv ist, (war x = coud so ist das Zeichen beliebig) das Bir 
tegral (31) gieidi 

2(?"(x) + 2t;iP"(a;).'* 
Anmerk. Auf ähnliche Art zeigt man, mit Hülfe obiger An- 
deutungen fttr diesen Fall, daaa 

G (cos (il']' iu — tp)) dt 



f 



je nachdem die erste oder zweite Grenze für y stattfindet, gleich 

G{co^\t)dt 



wird, wenn Cr(s) eine ganze Function von i vom höcbstenB 
Grade Torstellt. Hat man statt einer ganzen Function O eine 

rationale, so wird man die eiitspreclienden Sätze leicht aufstellen. 

Beispiele. Man setze in diesen Formeln « = 0, und ver- 
gleiche §. 38. In den dort angegebenen besonderen Fällen für 

dt 



a+6cosff 

ist ad 1; X reell und >• 1 ; ad 2; x rein imaginär, ad 3, x reell und 
•<1> Ist also a reell positiv, so wird, wenn wie ad 1 die Grösse 6 
reell positiT und <a: 

dt 



/ a+6cos(t«H-««— V') 

ausgenommen wenn man gerade « ±n gesetzt hat Man findet 
ad 2, wenn b reell positty nnd > a, 

für aUe ^ bis wo eM% « »her ^ awischfn ^» 
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md 2« — so Ut die rechte Seite um . . za vermehrea. 

Den dritten besondern Fall, so wie den allgemeinsten übergehen 
wir hier vm die Unteraiidiiin^i^en nicht zu weit auszndehMB, md 
Twfolgca Her den vraten weiter, der em Rewltet Keftrt, iniUhm 
•piter benotet werden eolL Micht man nimltdi «cbs A, 4eoe^as 

^sinV' = so wird 

(31,a) ... ^ A-^BcoiUi-Ctimii 

wenn il^ C leeO, und A, il* und A+B poiilhr imd» 

2 it 
^B*^C*—A' ^}B*+C*-A^ ^ ^ ^' 

iit aber A-i-B negttiv, daeselbe Termeiirt um 

2n 

Die Integration von (31, a) im allgemeinsten Falle, wenn A, B, C 
belielng reell oder imaginär sind, wird aich immer anf die Behande> 
hng Ton K für ein bestimmtes a, b, ^ und u, also (Indem der 

Werth von u gleichgültig ist, der von tff nur in sotcrn eine Kolle 
spielt, als man wissen muss, ob er über oder unter li^)» anf 

äi 



f 



—00 



a+6co8lC 

oder endlich auf die Function Q^(x) zurückfuhren lassen, deren 
Werth man §. 38, d findet 

Baas die imagioSre Sobstatution in 0" gestattet ist, bat der 
Verftisser im 42kten Bande*) des Grelle' sehen Joumala p. 73 mit- 
getbeilt. 

Wiertee Rapltel. 

Zugeordnete JEVinctioneii erster Art. 

§. 43. £b ist schon erwähnt worden, dass sich ans der Glei- 
chnng (5) schfiessen ISast, es müine in der Entwickelong von 

*) Theorie der AnsLehong eines Ellipsoids. 

8* 
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nach GoBinus der Vielfacben von tp das von g) unabhängige Glied 
sein; man kann hinznfUgeD, dass nach (6) das Gleiche Ton 

( J? + cos </3 }X*—1 )~^* 

gehen muss. Es sollen nun diese Reihen wirklich hergestellt wer- 
den, wobei wir uns, unseren Zwecken entsprechend n ganz (und 
ponÜT) denken; nimmt man f&r n eine gehrochene Zahl, ao wird 
mdita weeentlichea gefinder^ nnd länigea im §. 46 sogar einfaeherv 
Die Besnltate fOr diesen Fall kann man nach den Andeatongen im 
Folgenden aus unseren I'ormeln ablesen. 

Man bringe x-^coBq>^x*~l in die Form 

oder 

Entwidcelt man die n*« Potenz nach dem Tajlor'sclien Lehrsätze, 

und macht zur Abkürzung 

II = 

so wird erhalten: 

(a)... 2*(«+co8y|^«v^)" = 
1 (Tu z (T+'tf d^^u 
n(n) ito- Jl(ji+1) <ia!^+* "*"il(2fi) ite«- 

so dass die m*^'* Glieder, welche untereinander stehen 

r- a u z (i n 



smd. Die linke Smte der Gleichung ist reell; dasselbe mnss daher 

von der rechten Seite gelten, die i verbunden mit den Sinus der 
Vielfachen von <p entliält: diese Sinus heben sich daher fort. Za 
ainai^ tragen nnr die httden oben neben emander gestellten Glie- 
der bei, indem 

soll sinm^ fortfallen, so besteht also für jedes m die Gleichung: 
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Diese schöne, von Jacobi *) zuerst gegebene Formel 
verwandelt die Reihe (a) in die folgende: 

(33) . . . 2-(«-i-c089y»»— 1)" = 

in welcher nacli (32) unter dem buramenzeicbcu auch m mit — m 
Tertauscht werden darf. 

Das erste Glied dieser Reihe ist, wie man ans (3) ersieht, 
2"l^(«); die folgenden enthalten höhere Differentialqnotienten Ton 
als den it*^. Bildet man allgemein den Differential- 
quotienten von (x'—l)*, wie §. ö der gebildet wurde, eo or- 
giebt sich 

n(2n- p )df'(x'-iy _ 

il(2«) ite^ ^ 

(g||-p)(2il-p- l) , (2il-.rt...(2ll-p-8) _ 
*^ 2(2«-l) * ^ 2.4(2ii-l)(2»-3) * 

Um dies auf die Ausdrücke anzuwenden, welche in (33) vorkom- 
men, mache man, wenn m'^n*, 

(34)... iJJ>)» 
_ (n~m)(u-m-l) («-m)(w.m-l)(n-m>2)(n-m-3) 
2(211-1) ^ 2.4(2fi-lK2ii-3) 

es mag 7» posittT oder negativ sein; ferner tetse man 

(34, fl) ... f:(x) = ()'7'--i)-r,w, 

wobei es erlaubt sein wird, wenn keine Zweideutigkeit entsteht, 
die oberen oder unteren Indices fortznlassen« Durch die einge- 
führten Grössen draoken sich die hier vorkommenden St&cke in 
folgender Art ans: 

femer sagt (32): 

(.•-i)-iU» - 

oder 

(32,a) ... P:(«)-r», (mgn). 

grelle, Jovmü f. Math. Bd. II 6.285; Ueber eine besondere Qattmig eto. 
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Anttierdem'wird 

endlich aacb, — um die Bäufig wiederkehrenden Formeln dieser Art 

zusammeuÄUbtellen — 

1.3... (2»— 1) <te-» ~ Jl(»-Jii) ^* 
Es nimmt nun die Gleichung (33) die Form ftn 

(83, a) . . . -~y (a? +cot 9>]/5*=:i)" « 



i7(fi)J7(it) ' ««ii7(n+i»)i7(»— m) 
Die Torstehende Entwickelung verschafft auch einen Integral- 
ansdrnck fUr FZ vermittelst des Satzes aber die Coefficienten- 

Bestimmung trigonometrischer Bcihen im §. 10. Es ergiebt sich 
dadurch 



+ 008 (p — 1)* COS m(f d(f, 

o 

Integral, welches dem von Laplace für F* entspricht. 
Die Function soll als Zugeordnete erster Art einge- 
führt werden. Man wird an späteren Stellen sehen, dass dieselbe 
schon von Euler und Legendre ausfuhrlich behandelt wor- 
den ist; ihre Darstellung durch die Entwickelung der Potens 
{x 4- cos rp /oj* — 1 und die daraus folgenden Gleichungen hat der 
Verfasser*) zuerst mitgetheilt, liat übrigens diese Entwickelungen 
später in einem älteren Manuscripte von Jacob i gefunden, welches 
auch schon Neu mann 's Integral (24) enthält Die Bezeichnung 
durch den Buchstaben P mit swei Indices ist von Gauss ge- 
wählt**); um zur Abkflreung den einen oder den anderen Index 
fortlassen zu können, zog der Verfasser vor, sie nicht neben einan- 
der zu stellen, wie er es früher nach Gauss that, sondern den 



•) Dissertatio inaugaraliä, 1842, §.7 — 8, 

**) Resultate aus den Beobaohtungen dst BSgnstiflSliMi Vereiiis im Jahre 1888, 
Leipzig 1889: AUgsmeuie Thsorie cIm Bidauig&eMsmiis, f. 1$, 
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eineii «im oberes den anderen sinn nnteren Index sn machen. I>a 
hier 09 nicht nur Werthe annimmt , die •< 1 sind, ao war es, nach 

imsern Festsetzungen über das Zeichen von ^x*—l geboten j hier 
zu nennen, was bei Gauss sein würde. 

£ndlidi mnsi noch erwähnt werden, dasa Nenmann im 37"*" 
Bande dea Cr eil eschen Jonmals für diese Functionen zwar dio* 
selben Buchstaben beibehSlt, dass sein P sich aber von dem unsri- 
^en um einen numerischen Factor unterscheidet. Da in mehreren 
Arbeiten über mathematische Physik die Bezeichnung von Neu- 
mann benutzt wird, so ist die Bemerkung erforderlich| dasa bei 
ihm P«,o unser P", sein P„,«(a:) unser 

giebt. 

[•Was bei den Q über Einführung einer Grösse | gesagt ist, 

kann auch hier benutzt werden, und man kann 

/ ({+ r^+cosy (!—{■*))" cos mgpdy 

gleich ' 

il(«-f«»)il{«— ») ^^^^ . 
setzen; ist dann S+S*' ss 2x, so stimmt P(x) mit P[|] überein so 
lange iH(^)>l, ferner wenn M{^) — 1 und der imaginäre Theil 
von I positiv ist; in allen übrigen Fällen ist offenbar 

- i-iTKm 

Besondere FSlle. Für ofssi verschwinden s&mmÜiche PZ 

mit Ausnahme von »4 = 0; da nämlich = 1, so wird 

'^^'^ ^'"1.3...(2ji~1)* 
JC verschwindet in allen übrigen Fällen nach (34, o) sicher, da 
%{x) eine endliehe Reihe, daher für 1 endlich ist. Es bleibt 

also sogar noch 

endUch für x ss 1. 

Betrachtet man s^sO als Grenze eines redien oder positiT 
uaaginSren x, so wird nach unseren Festsetzungen ]/x*—l für 
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x ssOf i und wie man ans (35) sieht Pl{0) = 0 wenn n — m un- 
gerade ist. Auch in den übrigen Fällen giebt dieselbe Formel den 
Werth für P(0); es wird nämlich das Integral in (ßb), dann 

2.y cos-ycosmydy = ^^ ^^^^^^^^^ ^^^^^ 

also 

^-^"^ ~ * 1.8.5...(2»-1) ' 

wenn n — m gerade ist, sonst 0. 

§. 44. £s bleibt noch die — Potenz des Aas- 
drncks (d;-f coa^V«'— 1}| den wir mit r bezeichnen wollen^ zu 
entwickeln^ nachdem die Potenz im vorigen Paragraphen unter- 
sucht ist; es wird hierbei x positiv gedacht. Behält man 
die Bezeichnung dea §.43 bei, so ist 

und es handelt nch um die Entwickelang von (2^)" 
also von ((a;+»)«_i)-— * 

nach Potenzen von z. Die Grösse^ welche zu der negativen Potenz 
za erheben iat, verschwindet für z»! — m nnd ftlr zb-»1 — x; 

es existirt aber ein allgemeiner Satz, nach welchem jede rationale 
Function /"(ä) von s (allgemeiner jede monogene, monodrorae Func- 
tion), die femer fUr keinen Werth von s unendlich wird deaaen 
Modalna kleiner als eine gegebene reelle Grösse a ist, — aich fOt 
alle 2, deren Modulus <C a ist, nach aufsteigenden Potenzen von % 
entwickeln lässt. Wird f(z) nicht unendlich, sobald Jtf (a) >• 6, so 
ist f(si) nach absteigenden z entwickelbar, wenn if (z) > b; bleibt 
f(lt) endlich, so lange a < M(») < b, so ist ^(z) nach auf- und ab- 
steigenden z ontwickelbar, so lange z so beschaffen ist, dass sein Mo- 
dulus zwischen a und b liegt. In unserem Falle, wo a = c'Vy^*--l 
und q> euien reellen Winkel vorsteUt, ist ir(z) = ir()/a»*-l) ; die 
zu entwickebde Function wird nur für z a +1—0; unoidfioh, also 
nur für M(z) = M(x±l), und M{is?—1) liegt zwischen ir(a;+l) 
und Jtf(a;~l), weil 

<&)-<iM)- «(W) - "(/SD- 
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Da eine von den rechten Seiten im Allgemeinen nicht 1 sein wird, 
sondern ^1, so ist die andere also liegt wirklich M{i) für 

die Werthe, die s hier annehmen kaniii swischea den Modnln 
Jf(y«— l) a und If a 6. Es folgt daraosi dast 

((x+3)«-l)— \ (3 = lV=T.e^) 
nach auf- und absteigenden Potenzen von s eniwickelbar ist. 
Auflgenommen wttrden nur die Fälle aeiui in denen 

ir(y5=I) = Jf (>/^); 
aetit man x = ii+t>t, so würde dann 

(m-1)« + Ü«= (M-fl)«-fl'' 

also u =s 0 oder x roin imagin&r (im besondem Falle 0) sein. Wenn 
abo m rein imaginlur ist, ao kann die Poteni nioht mebr nach anf- 
and abatdgenden s entwickelt werden. 

Dies genügt für die wichtigeren von den folgenden Unter- 
suchungen. Man berücksichtige noch den Fall, wo q> eine com- 
plexe Grösse vorstellt, die man dann in einen reellen und imagi- 
Biren Tbeil ip^it, (wo nnbeaobadet der AUgemeinlieit f poaitiv 
gedacht wird, da hier nnr co8(9*-tl) Torkonunt, nnd das Zeichen 
von 9 keine Bolle spielt), auflöse. Dadurch wird 

jr(») = ifCy^^r'+y) SS e'jM(]7^y^ 

esblnbt also Jr(») swischen Jf y^r+l nnd M^x—l, so lange sngleieh 

Ist Jfj'^^i^ = 1, also «rein imaginSr, so kann daher von einer Ent- 
wickelnng nicht die Bede sein; ist aber die grSsaera der beir 

den Grössen m(^^^) nnd void diese ist oflbnbar 

^Cy^^^}' S^^^^ ^ ^ Entwickelang nach anf* nnd ab- 

steigenden Fotenaen so lange als e* <b, oder von < s= 0 bis 
laslogd exd. 

Nimmt man f noch grösser, so wird Jf(s) immer > Jf |^4?±1, 
die Potena also nach absteigenden Potensen von a entwickelbar 

sein. Fasst mau alles zuäummeu; so hat man folgendes liesultat: 
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1) Es sei X positiv und nicht rein imaginär, und 

gleich b (wo b reell und grösser als 1); setzt man 
dann (I positiv) 

80 Ittsst sich 

8Ö lange t zwischen 0 incl. und log6 excl. liegt, in eine 
nach« auf- und absteigende Keihe entwickeln, istl noch 
grösser in eine absteigende. 

2) Ist aber x rein imaginär, so lässt sich die ge- 
nannte Grosse für jedes positive t nach absteigenden » 
entwickeln. Der Fall / = 0 ist hier aiiszuschliesBeU; in 
welchem für ein q> sicher {x+zy—l verschwindet. 

Um die spftteren Entwickelnngen nicht zu unterbrechen, soll 
sogleich an dieser Stelle über die Einheit der Entwickclung einer 
Function f{z) nach Potenzen von z> gehandelt werden. Man weiss, 
dasB eine Entwickeiung nach auf- oder nach absteigenden s nur 
auf eine Art möglich ist; da der Verfasser nicljtt ausdrttdclich e^ 
wähnt fand, dass das Gleiche auch für Entwickelungen nach anf- 
and absteigenden i gilt, so soll es hier bewiesen werden. 

Man setze 

^(») SS Cj+CjÄ+CjZ'+etc. 

und es gelte diese Gleichung für alle Werthe von 5 die einen be- 
stimmten Modulus q besitzen, also, wenn z — ge'f gemacht ist, von 
i^a 0 bia <ptst2n. Dann zerfällt f[») in die Summe der beiden 
B^hen 

<^o+(Ci Q + Ä", (>~0 + {^'i + Q"^) cos 29? + etc. , 
* Q — f^iQ~^) sj" 9 + ^''i 9~') 4- etc.), 

wo die c und k imaginär sein können. Es sei zunächst /^(z) = 0; 
da durch Vertausqhung von q> mit — 9 die Summe der Beifami in 
ihre Differenz übergeht, so muss jede für sich verschwinden , alao 
für jedes ganze m 
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also jedes c und k gleich 0 sein. Es lässt sich daher 0 in eine 
B^e solcher Form nur auf eine Art entwickeln, indem nämlich 
alle e umd k vencliwmden. 

Hieraus folgt unmittelbar, wenn eine solche Entwiekehuig eiodr 

Function F{z) gegeben ist, die wenigstens für alle s gilt, deren 
Modolos eine bestimmte Grösse g wird, 

jede andere für dieselben s» geltende 

+Äi»-^+J8,*-=*+etc. 
mit ihr identiach sein mnss. Denn die Differeni beider Entwieke' 
langen, welebe sicher 0 sein muss, hat au Coefficienten die (9. o.) 

verschwindenden Grössen 

A^-^it^, A^ — II,, i4,— a, , eto. 

B^-^b^f B^-^bff etc. 

An merk. Ist für ein bestimmtes x und I im ersten Theile 
des Satzes die Entwickelung nach auf- und absteigenden s möglich, 
80 gilt sie noch für dasselbe t und o; 1, weil dann 6 = oc, also 
die erlaubten Grennen für I wdter werden; ist im Falle (1) oder 
(IQ lUr ein w und f die Entwickelung naoh abstdgenden s erlaubt, 
«0 gilt dasselbe bei dem gleichen t und rr ss 0, da dann bsxl Ut, 
also jedes positive t die Bedingung log 6 erfüllt. 

§• 45. Wir gehen nun zu der Entwickelung von r^**^^ (s. §.44) 
Uber, und nehmen an, dass der reelle Theil von x positiT ist, 
Bchliessen also den Fall eines rein imaginären x aus. Entwickelt msn 
dann, wie es erlaubt ist, nach auf- und absteigenden z, so erhält man 

(a) ... {x-^ eos^ y£^)"-^^ « (2»r+'((a:+ 

=: »-+1. }«*-^*+ «1»-^+ «i»— ' + etc.) 
\ +0-2 + etc.l 

Würde man die Multiplication mit 5"+* ausführen und für 2 seinen 

Werth ^a;'— 1 . e'v setzen, so würde die Eeihe auf der rechten Seite 

▼on (a) eine trigonometrische werden, in welcher das Ton 9 un- 

ftbh&Dgige Glied a ist: es muss daher a glttch 

J_ 
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d. h. es muss 

a = P*(x) 

sein. Ferner ist klar, dass die Summe Bümintlicher Olieder, welche 
den Sinns eines Vielfachen von ^, sinnig enthalten, ▼erschwindele 
dass also 

Die rechte Seite von (ja) hat also die Form 



(6) ... r(a:)+2JP cosiny; 

die Summe «erlege man in eine von m «s l bis m s nnd eine 

von w = fi4-l bis oo, und betrachte zunächst den ersten Thcil, 
der bei den meisten Untersuchungen die Hauptrolle spielt^ nachher 
den zweiten Theil. 

Um die Goefficienien a« des ersten Theiles an bestimmen, 
(0 < m g n), betrachte man die Glieder in der Parenthese von (a), 
deren Summe durch 

2»+*((a;4-»)'-l)*""* 
dargestellt wird; daher muss die Summe, mmal nach o; differentürt 
dasselbe geben, wie dieselbe mmal nach s differentiirt, nnd nach 
Ansfühmng der ersten Operation muss (§*44) mit jeder Foteni 
von » in den neuen Beihen dasselbe mnltiplicirt sein, wie nach 
Ausführung der zweiten. N%ch der ersten Operation ist der Factor 
von gleich 

'dx^ da?"* 

nach der sweiten 

(-ir(n-m4-l)(«-i«+2)..,ii<i.« = (.l)«-^!^«.^; 
es ist also 



-.«(-ir(i/ir=D' 



vnd nadi %.4& - 

X . ü • ■ • n 

Berücksichtigt man noch das Yerhftltniss von P" zu /y, so findet 
mau endlich 
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wean Z nur Cosinm höherer Vielfache von tp als des n**' enthält, 
md genau 

1.2... i> ^ «i+i "^"^ 

Um der Vollständigkeit halber noch die Glieder sn entwickeln, 
welche Z angehören bemerke man zuerst , dass auch ftlr m > ii, 

verschwindet wenn \ gesetzt wird: in diesem Falle 



wird nämlich die linke Seite von (36) unabhängig von 9. Ferner 
wende man das obige Verfahren auf die Glieder der Parenthese in 
(0) mit positivem Index an y und betrachte den Thoil derselben 

tos welchem folget, dass 

-.(2«4-l)a. = ^, -(2» + 2)a.+i«i^, etc. 



lilO 



^ s (— l)P(2»+l)(2ii+2) . . . (2ii+p)flu 



ii^ wie gross positiv auch die ganze Zahl p sei. Berücksichtigt man 
(p. 117) dass Ki{pS) SS (y«*— 1)", femer die obige Bemerkung Uber 

^0 Werthe von a« für x = 1, so entsteht 

*H,= (-ir''~^^-(2«H-lX2M-8)...(Ml»)^^^ 

»enn dne |>fiu!he Litagntioii uideatet, and jedenml von «k 1 
n integrirt wird. Uan findet daher 
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Dm hier voikomnende Tielfaclie Integnl liest Bich dvroh eine 

Beilie ausdrücken, wenn — = — = y gesetzt wird ; dadurch verwan« 
delt es sicli in 

(c) 2"'+y^ V(i+y)"<^r''" = 

(I 

. /I(m+«) ^ V ^ 1.(2») ^ ^ 1.2.(2«)(2«-1) ^ -r««*-y; 
die an der gehörigen SteUe von selbst abbricht Setat man also 

fttr m>n, « y und 

(86,6)... f:(.) = ^.p|X^f(_.-«_.._a.,_l.), 
so wird 

[Man bemerke an dieser Stelle dass FZix) für y — 1, also 

fÖr a? « — 1 unendlich wird; es entsteht nämlich der Zähler der 
rechten Seite von (36,6) dnrcli wiederholte Integration einer in 
den Grenzen ihr Zeichen nicht ändernden Function 

sr(i+y)% 

Terscbwindet also nicht, wlUirend für y 8= —1 der Nenner gleich 

Null ist. Es wird hier ganz davon abgesehen, dass durch En^ 

Wickelung von 

{x + cos fp yx* —l)"*"* 

eingeführt wurde, bei der man übrigens x positiv annahm; wir 
reden vom Werthe des Ausdrucks (36,6).] 

Noeh eine zweite Form ISsst sich für o» wenn m> » aufstel- 
len, indem man den Theil 

«-«-i + a- »~2 » + «-«-3 »* -I- etc. 
▼on der Parenthese in (o) wie oben behandelt; dadnrdi entsteht 



oder 
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md dweh Vet^gWobimg mit den früheren Wertim "VUi ^+p-i-i- 

(-1)— V-ir«^«'"'"" - 

JT(;« + M)JT(iii-«-l) rfx— — / 

Die Entwickelungen dieses Parogprapben rühren von Jacobi 
ber, der sie in der frtthcr schon erwähnten Arbeit *) gegeben bat, 
welche den Ansgangepunkt iÜr eine nene tiehaadelang der Kngel- 
functionen bildet. Die hier ain »Schluss gegebene Gleiehung, welche 
die Beziehung zwischen zwei verschiedenen Formen der a enthält, 
h&tte, wie wohl mit etwas weitläufigerer Rechnung , ans den Be- 
trachtungen des §. 34 und 35 hergeleitet werden ktfnnen. 

Würde man x mit entgegengesetzten Zeichen genommen ha- 
ben, so hätte ; weil dann im Allgemeinen ^a:*— 1 gleichfalls das 
entgegengesetzte Zeichen erhält, die rechte Seite Ton (36) mit 
(— l)***"^ multiplldrt und für x sein positiver Werth gesetst wer- 
d«i mflssen; w8re aber xrs cosd, wo yx*—l gleich tsintf gesetzt 
werden soll, so hätte mau für ^tK. 0 <,n noch (p mit 7i — (pzn 
vertauschen. £& kann deshalb von hier an in den allgemeinen 
Formeln immer ohne Nachtheil das positive Zeichen von x ange- 
nommen werden. 

Die Formeln (36) gelten noch, wenn auf beiden Sei- 
ten ^—it für q> gesetzt wird, wenn nur t kleiner ist als 

log^/(/|^). (M. vergl. §. 44.) 

46, Der vorige Faiagraph liefert aber nicht mehr eine 

Entwickelung von 

(x + cos(^ — i t) }'x^ — l)~^^ 
wenn t die genannte Grenze ttberscbreitet oder wenn die Bedin- 
gongen des zweiten Falles in §. 44 eintreten. Um die nene Beihe 
IQ erhalten, die v^eder in doppelter Form auftreten wird, setze 
an zuerst 

(a) . . . {x + cos (y - tp jx ^T'' -' = (2»)"+\(a?+»)«-l)-"-\ 
*) Crelle, Journal f. Math. Bd. XXVI: üebw di« £iitwiok«liiog eto. S.88. 
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daBD giebt (a) eme ISotwiekeliiiig Ton der Fofm 

2^*»«+*(a»-»"-»+a, s-«— »4.ö,»-''*-*+ etc.), 

wo offenbar a = 1 , und nach dem Muster der vorigen Paragraphen 

-(2«H.2)a«^, -(2«+8)a. etc. 

gefunden wird. Da für o? s 0 die Entwickelang noch gelten mw 
(Anmerk. des §. 44), so wird fHkr xssO 

as>i, agas— j— , = j-g , etc. 

a, = a, = = etc. = 0 
aho as&l, HjSB —(^tn'\-2)Jdx, etc., allgemein 

d. h. a« ist eine ganze Function von x vom Grade m und von 
der Form 

0^ s ciJ^+Cg^^-^-J-c^as^-^+etc, 
•0 beschaffen, dass der (m— 2)*% (m— 4)*« etc. Differential- 
qnotient nach für «ssO sich in (— l)'"i7(2n4-in-{-l) multiplicirt 
resp. mit 

1 «±1 1 (ti+l)(it-h2) 1 . 

/7(2;i4-l)' 1 '/Z(2«-i-3)' 1.2 *JI(2ii+6) 

verwandelt Daher wird 

^ ^ ji(2ii+i)jr(«) v.*^^ 

2(2n+3)^ 2.4(2»+3)(2n4-6) T'w-y- 

Fuhrt man also, entsprechend den eine Function D durch die 
Gleichung 

(37)... OK») . ^-«+ <"+^+'>^"+'"+'> 



2(2«+3) 

4- etc. 



2.4(2ii+8)(2ii+5) 
ein, es mag m positiv oder negativ sein, (nur mnss wegen der Con> 
vergenz so lange — n—m—\ negativ ist, a;>l werden), so entsteht 

* iI(2iH-l)JI(iii) . 
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ud die Entrokflkiog 

Eine zweite EntwickeluDg derselben Grösse erhält maO; in- 
dem man 

a: + CO» (y - i/j /i^=T = ^i±g^ 

maelity mid sacb mifiteigeiiden f ordnet, wodurch eine Reihe ent- 
iteht, die nach absteigenden z fortschreitet. Es ^vird dann dieselbe 
Qr5Me, welche auf der linken Seite von (37, a) befindlich iat 

Setzt man nun für £ seinen Werth — — , und vergleicht daS| was 

m die gleichem Potenzen von » mnltiplidrt ist, so findet man ab 
Factor von s—'^-^ m der ersten Reihe o», in der sweiten 

n(m) dar^ ^ • 
Entwickelt man (4;*— 1)*"*'^ in eine Reihe und diffiorenttirt diese 
»&ch| BO verwandelt eich vorstehender AnadmdL in 

(-irJI(2n+m+l)g^ , 

10 dass als Resultat der Vergleichnng beider Entwickelungen nn- 
isrer — (n+l)**" Foteni entsteht 

(37, 6) . . . Olp ix) = (x) . (aj«-l)^, 
vorläufig wenn p >» n; später zeigt sich, dass diese Gleichung^ 
welche der auf §.117 für $ entspricht, noch gil^ wenn auch 11. 
(Man yergl. noch §. CO und 51, p. 141.) 

§. 47. Die Formel (35) gab so lange m^n, ftr PZ f&aea 
Ausdruck durch ein Integral; einen zweiten liefert (36) , da auch 

Ueioe, UaadbucJt d. KugelAinctionen. '9 
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in dieser £e K als OoefficieBfeeB mm trigonomet^sdien TUnht 
auftreten; darcb Oleiolisetsen derselben entsteht eine Beziehung, 

die als Erweiterung der Formel (G) angesehen werden kann, welche 
die Doppelfbrm für entlnolt. Man Hndet nämlioh sogleich 

(38) . . . 2nP:(x) = ^{x+co.if } x^-l)\osmq>d^ 

^ 'l.S... (211-1)/ (a: + cos9))/i^=T)"+* 
mit den Bedingungen m^n, und dass der reelle Theil von x po- 
siti^i nicht 0 sei. Ist m >> n, so hat man nur einen Ausdruck für 
Pi, der wegen einer Anwendung auf einen speciellen Fall hier 

noch besonders angeführt werden soll; aus (3G; a] folgt nämlich 

(38, a)... p^^x)^-^ j-^^^_^^ 

wo ys= — g — , und Vyll+y) das Zeichen von y'«'— i hat. 

^ Diese Ausdrücke lassen sich noch veraUgemeinem ; bezeich- 
net nämlich f(x) eine solclie Function von x> '^^ch für alle % 
der Form (p — it, wo (p reell ist und säramtlichc Werthe von 0 
bis Sil annimmt, und I eine reelle Grösse yorsteUt, in eine Beihe 

I c,»+ c, c«i;p+ cos3;|f 4- etc. 
entwickeln lässt, also auch für ^ — ^-"^h auch rbell 
ist, 80 wird einerseits 

nc^^J f{<p)coBmtpdqi, . 

andrerseits 



X 



fl) SS ^C^+^C^ C08ffi^COBIfl(^4-tf) 

•^Som tmmtp sins» (^+tl)i 

daher 

oder [ = / Ay — y — «0 { oder Wy. 
8inw(t/;4-i()/ IsinmyJ 

Seilt man den früheren Werth ßjji Cm ein^ so erh&lt man 
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Da wir eine solche Function fix) Jer w*"* und — (n+l)*** 
Potenz von (x+cos;|f ] j^'— 1) besitzen, so lassen aiok die Gkiolimi- 
gm (38) imd (38, a) durch folgenden Bat« erweitern! 

1) Es ist bei positivem n 

/2.T 
(a:+co8(^ —yß—U)^x*^iycoAnupd(p 

= eoBm{yß'^U^y^"{m-\- cos^ ^x^-^i^eosrnfä^, ' 
u 

/2/r 
(«H-cos (y— V — *0 l^-c* — l/siniByc/g) 

u 

s= sinm(v^-i-i/)^ (^-hoos^ |/dF^)*cosM9i^p. 

2) War %lß nnd I reell, letzteres niclit negatiT und 

war ferner der reelle Theil von x positiv, so hat man 



coswj 



(38,6).,. r" £2i-^%__ 

. , , ..V cosmoprfflp 

^ (x+cosyy/^^rfiyHT» 

(88,6)... 

(X+C08(y ^ V^* -1) 

/ . I -A cosm(fd(p 

^ (a?-l-coafpV'a?«^l)"+» 



Endlich folgt durch die gleichen HülfsnuKel noch aus §.46 

3) Ist der reelle Theil voa x Kuli oder positiv, 
so wird 



* sin mxp 



(«+ cos ((^ — I/; — 1<) 1 
,«-,.1 /7(n+i») Cl^M 



9* 
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183 LTML VkÜHXapitfL §.47, 88. 

wenn und I > log Jf ^y?±I) ; i,t «i^ii to werdea 

l^aide Integrale 0. 

Die Formeln 38,6 und c sind als Besultat einer imaginären 
Substitution fUr die Veränderlidie 9 in dem Integrale Air i» 
TO betracbteni und in so fem auch mit denen des §. 42 TOsammen 
an stellen. 

Setzt man im besonderen Falle »=0, so erbiltman die merk- 
würdigen Formehii welobe Jaeobi*) entwickelt bat In diesem 
Falle sind nimlicb die Werthe der vorkommenden Stttoke: Pl^h 

ferner nach (36; 6) 

m 

^ ' 

ffierans findet man für 

1 /^^ sin mydy ^ 

folgende Werthe: Im ersten Falle, <<log^(/^^}^ 

a, = 1, «. = (-ir(^)'cos»/.(v+«}j 



m 



jr. = 0, |r. = (-l)-(f^)%in7;i(i//4-t<). 
Im zweiten Falle, OlogüfvfÜ, wird 

jr, - 1; - 0, 



•) Grelle, Joimd f. Mathi Bd.XZXII, S.8: Ueber /*^t-7—^^— • 

Bei der VergleicliTiTig der Resiiltate achte man darauf dass dort im letzten Ab- 
istM die Wertke von D imd D' durch einen Drackfehler TerUusoht «ind. 
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1.47,88. t. ThtlL ^ertMl^rttti. 138 

JftQobi betnchlet am «ag. Orte dieselben Integrale in der 
Form • 

/^' * eüBmq>d<p ein m q>d<p 

^ 1 — ilcosy — -ßsiny ' J 1 — ^co8^ — B%m(p^ 

uid letst 

(«) ... ilssa+a|t> 

Li nnaerer Bezeichnung ist 

(y)... -il«J^^cof(Vf+«), 

Die ünienclieiduDg der beiden Fille stellt sieb bei Jaeobi so> 

dalis im ersten Falle 

(*)... (a6,-a.4)'<a;+6;, 

im zweiten 

(0 ... (oft,— a,6)«>flJ + 6^. 
sein mu8s. Bei der Vergloichung der Bedingung an den beiden 
Stelleui die nur in der Form Terschieden ia^ wird man erkennep, 
dass unsere Bedingung für f mit der (C) < 1 resp. >• 1 b« 
Jacobi übereinstimmt; die der Meister in die oben angegebene 
Gestalt gebracht hat. 

Es soll nnn nachgewiesen werden, dass die Bedingung 

mit (f) oder resp. (f) tibereinstimmt wenn x und t mit A und B 
dnrch {y) und (d) verbunden sind. Aus diesen beiden Gleichun- 
gen folgt 

wenn die Wurzel rechts mit positivem reellen Theile oder wo ein 

solcher fehlt mit einem bestimmten, uns hier gleichgültigen Zei- 
chen genommen wird. Bildet man 

(r)-(S)i^-(A-Bi) 

io «ntitdtt reolita 
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194 L TlMik TtertiiJUlit«!. f,^!,^ 

mi dan illt mprÜDgikbe Form der Beduagimg (t) BÜh io 

oder 

verwandelt. Die Grösse auf der linkeii Seite, von welcher der 
Modulns XU nehmen iat heisse C. 
Seist man nun 

wo p jedenfalls eine nicht negative Grösse bezeichnet; so hat man^ 
indem man statt der Moduln die Quadrate derselben , die Normen 
nimtait» nnd tm AbkUrzung 

J = (ab^ — a^b) 

seist: 

also 

: (a»4-a; + fe«+fcJ)'_4^/' = (l+p' + 7')'-lp'. 

Hieraus folgt; dass die Ungleichheit zugleich mit 

besteht; addirt man noch 
hinan, so entsteht hteraits 

' ' SN{l+p-\-qi) 

d. h. M{C)^1, 80 dass die ursprüngliche Ungleichheit (9) gleich- 
bedeutend mit J^p ist. Um die schliessliche Form Ton Jacobi 

zu finden benutzt man die Gleichungen 

— pq = aa^+^^i 
aus denen sich auf der Stelle durch Ausführung der Multiplication; 

welche die linke Seite andeutet 
(J'-i-q') (J'-p') = {a'+b'-a] -b])~ (a» +6')(a; +6;) 

ergiebt Vorstehender Ansdrudc zeigt; dass J$p gleichbedeaiend 
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mit ^'^ftj+^w voUsttodig ditss 

gleichbedeutend mit 

iaty was nachzuweisen war. 

# §. 48. Die Formel (38) des yorigen Paragraphen kommt 
inerst; in einer nnr nnweientitch TorBehiedeaen Form, bei Eni er 

vor; die Untersuclmiifycn über den Zusammenhang der beiden Ln- 
tegrale welche die Gleichung verbindet, hat ihn an verschiedenen 
Stellen beschftftigt« Nachdem er bereits im 6^" Kapitel der Sectio I, 
¥oL I, no. 290 seiner Integrabreclmttng die Beeiebnng ewlsdhen den 
von q) freien GHedern in der Entwickelung der beiden Ausdrücke 
(l-fncosg))^ und (14-»cos^)~^~~^ nach trigonometrischen Reihen^ 
■od daant unsere Formel fftr maO bewiesen hat, giebt er im 
fierten Supplement anm 5**" Kapitel (im 4*^ Bande der Integral- 
rechnnng) §. 21 — §. 112 dag von ihm errathene Theorema maximei 
memorabile circa formulam integralem 

y ** cosAydy 
(l+a*— 2aeo89)"+*' 
erst §. 83 geht er an den Beweis dieses theoreraatis insignis per 
conjectaram eruti. (Dass dies Integral sich nur ganz unwesentlich 
Ton unserer Form der FZ unterscheidet , lehrt der Augenschein.) 
Legendre beweist den Sata in den Exercices T. p. 376; man 
vergl. auch T.II, ]». 274 und Trait^ des fonctions elliptiques, T.II, 
Appcndice, Section premii're. Endlich hat Jacobi im 15'"" Bande 
des Cr eile' sehen Journals'*') einen sehr einfachen Beweis gegeben^ 
der zum Zwecke einer späteren Verallgemeinerung hier reproducirt 
werden soll: 

Es sei m eine positive ganze Zahl, < /* wenn n ganz ist, sonst 
Ton beliebiger Grösse. Es lässt sich alsdann das Integral 

u 

■ 

*) Fomrala tranrfonuattwiis intcgralinm definitcnrum, p. 9. Die olm sasciaiB- 
dergesetste ICethode hemitet Jsoohi mt Im 20«tM Baad« des Joonali. 
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13S LTh^a. Viertel JKapitoL $.48, 38. 

welches in diesem Paragraphen oder scbleobiweg J heissen mag, 
durch die Formel (26) fUr tmmf transformireii. Macht m«i n&m- 
lich cof^stf^ so ist nadi derselben 

also 

Setzt man diesen Werth in / ein, so geht es in ein Integral von 1 
bis —1 nach u Uber; integrirt man hier dnrch Theile, indem mm 

2m -1 



j^eamal die Anaabl der Differentiatbnen von (1— ' am «in« 
länheit verringert, und bemerkt , dass jedesmal der yon der In- 
tegration freie Theil für die Grenzen +1 verschwindet (da (1 — 
wenn s irgend eine positive Zahl bezeichnet, weniger Male nach u 
differentürt als die grOsste ganze Zahl unter % angiebt, iUr « ±1 
gl^oh 0 wird), so entsteht naeh m solohttr Operationen 

oder, wenn wieder für u sein Werth cos^ gesetzt wird 

Hfttte man in derselben Art J-«.! behandelt, so würde die linke 

Seite der neuen Gleichung 

(x'-l)-*" n(n) 
geworden sein, die rechte 



Diese stimmt mit der rechten Seite der vorigen Gleichung flbereb, 

wie man sogleich einsieht wenn man die Substitution des §. 8 an- 
wendet, vorher aber in der Gleichung welche J» enthält y = « — n 
setst, wodurch ihre rechte Seite in 

J^^'ißi — cos ij yx* — l)"""*8in^"' dtj 
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flbergeht. In der That; nachdem 

eoiv 1 « — ^ /-r-r > 



•1017 =s 




gemacht iai, verwandelt sich das Integral in 



•5f (d^+eoi^ 

Die Vergleichung der linken Seiten liefert dann 

, — , _ Hin) 

Jln n{n-{-m) 

•bo die Beuehimg swiacben den beiden Intigralen, welche in (38) 

enthalten iat, nnd swar hier Air ein beliebiges, positive! oder ne> 

galives, ganies oder gebrochenes n, da die Snbstitation nach §.8 

auch noch in diesen Fällen anwendbar bleibt, wenn nur die Po- 
tensen wie daselbst in der Anmerkung bestimmt sind. 

Anmerk. Dieselbe Methode aeigti dass eine einlache Benehnng 
swiaehen J» nnd /-»-i noch besteht, wenn dem eben Integrale atatt 
0 nnd n beliebige Grensen 9^ und 9), , dem andern solche welche 
den Substitutionsgleichungen entsprechen gegeben werden. 

§. 49. Es ist leicht, eine Differentialgleichnng anfin* 
steUen, welche der Ahr tthnltch ist, und welcher Ki'f) gentigt 
Man gehe dazu von dem Ausdrucke dieser Function durch ^ü, in 

(34, a) aus; ^« ist im wesentlichen der w** DifFerentialquotient 
von $0 ^^^^ ^'^^ ^] lotateres gleich s gesetzt genügt der Dif- 
ftrentia^ieichnng (9), also nach §.34 sein m*^ Differentialqnotient, 
gleich a" gesetzt, der Qleichnng (25) 

(a) ... (i-a?»)^-2(iii+l)«^+(ji-m)(ji+«+l)a«a:0. 

Dieser Gleichung muss daher s"* = genügen*, da ferner 

so wird, wenn man für s^ ak neue Verlnderliche 

(6) ... 
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betrachtet, eine Differentialgleichung fUr y entstehen, von der ein 
particuläres Integral y =^ J*^(x) ist. Fttbrt man die Bechnong aus, 
Bo ergiebt aich 

(39)... (l-x«)«0-2x(l-a:';^+[ii(n+l)-m«-ii(«-i-l)^«]y = O. 

Die EigeoBcbaften der Integrale dieaer Differentialgl^ehiiog sollen 

nun durch directe Behandelung der Differentialgleichung selbst näher 
untersucht werden, da eine Anzahl von Aufgaben auf dieselbe führt; 
es wird sich zeigen, wie durch diese Methode die Hauptbeziehungen 
der P2t aich ohne Hülfe der Formeln ergeben, durch welche wir aie 
in diesem Kapitel aufgefunden haben, so dasa man swei Meihod«n 
besitzt, deren Werth sich nicht wohl vergleichen lässt. 

Man denke sich also die Gleichung (39) Torgelegt, ohne dmsa 
man auf dem oben angezeigten Wege zu ihr gelaugt wSre. Es ist 
zonSehst klar, dass Im besonderen Falle m ss 0, (r<{)) sich auf £e 

Differentialgleichung (9) der P* reducirt; wird durch 

(6) . . . y =5 (j/^^lj-^ÄC-) 
eme Ghrösse z^"> Angeführt, so genfigt der Gleichung (a); man 
findet femer, dass eine Function z«, welche durch die Gleichung 

(c) . . . y=: {^x^y^i^ 

definirt wird, immer 

dz dz 

genügt, die sieh Ton (a) nur durch das Zeichen von m nntencMP 

det; und mit (25, a) im §. 35 übereinstimmt. 

Ehe diese Gleichungen, zunttchst nach den Prinzipien der §. 34 
und 35, wdter untersucht werden, wollen wir einige andere For- 
men derselben angeben, in ähnlicher Art wie es §.12 mit (9) ge- 
schah. Durch Einführung von x = cos^ geht (39) in 

(39,a)... ^¥ + cotsö^+(«(«+l)-^>-0 

über; durch die Substitution g^i V»*— 1 in 

(89.»)... (l_,.)9+i^|+(„(„+i)-^), = 0. 

Fflfner entsteht eine beracrkenswerthe Form der Gleichung durch 
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.f»5a,4t. |.TbtiL YlirtM Kapitel IW 

EmHÜimg dor »cboa oft angswaadteii Verftaderlii^ieii i, wo 

in (o) und (d). Bierdurch erhält man 

(40)... {«(J«_i)y+2i(m+(m+l)r)^ . 

-(»-m4-l)(w+w)(l*-i)*-» = 0; 
der Volbtäudigkeit halber köimeii noeh die beideo Gleichuagen 

(40,6) ... ■^ + (2»i+l)cotgÖ^ + («-»t)(/i4-/« + l)«"' = 0, 

(40,0) ... :^i-.(2«i-l)cotg<?-^+(fi+ifi>(ii-«+l)««, « 0 

hinzugefügt werden. 

§. 50. Hat man das vollständige Integral der Differentialglei- 
chung für und für 5«; so erkennt man aus den Betrachtungen 
des §.49 sogleich, dass zwischen ihnen die Beziehung 

(a) ... (««-ir»- 
bestebt, so dass also eine nene Verbindung der Integrale »* 
und s„ gegeben ist, auf welche der Verfasser (Grelle XXVI, 
Anmerk. 1 ) aufmerksam machte. Um die Betrachtungen nicht zu 
weit anszudebnen, soll in diesem Paragraphen nnr ein solcher Wcrtli 
fklr Iii genommen werden ; welcbw ist. Dann folgt aas §.94 
vermittelst des allgemeinen Werthcs von 5° durch m fache Diflfe- 
reatiation der aligemeine 



■I 



WO a und h willkürliche Constante bezeichnen; den mit 6 multipU- 
cirten Theil kann man auch nach §. 35 durch 

ersetzen. Durch 2» fache Integration folgt ferner aus §.35 
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140 I. TlieiL "HArtM Kapital. {.51,40. 

Aus (6), (c), (d) verbanden mit (a) liest man mm sonKchst dk 
Gleichang (32) ab, wenn man bedenkt,' dau die mit a und a mnl^ 
plicirten Grössen ganze Functionen von w «ad, die mit b nnd ß mjA- 

tiplicirten für = oo verschwinden. Die Constantenbestimmung 
geschiebt wie frUher bei ähnlichen Grelegenheiten durch Verglei- 
cbung der höchsten Potenien Ton x. Es entsteht swettens die neue 
Gleichung *) : 

JI(n — I») (to"^ ^ n(n+m) ' 

Nach der Methode von Abel welche im §.31 erwähnt wurde 
lässt sich aus einem Integrale von (39) z. B. aus Pm(x) ein zwei- 
tes Qm durch eine Integration ableiten. Man findet nämlich durc|i 
dieselbe mit ForÜassnng der doppelten Indices 

■ (•■-«i('>g-<'£)—('g-<'D. 

also 

0 /** dx 

Bestimmt man c gehörig durch die Festsetsnng diMs 
sein soll, so wird c s= 2n-\-l also 

§.51. Es sollen jetzt die Integrale der Differentialgleichungen , 
des §.49 in Beihen entwickelt werden. Für msO ist die£nt- 
Wickelung schon im §.22, 27^29 ausftLhrlieh behandelt; hier wer- i 
den nur die Bethen besprochen , welehe bei dem jetzigen Stande , 
der Theorie als die wiclitigeren zu bezeichnen sind. 

1) Entwickelung nach absteigenden o;. Benutzt man §.49,0, 
so ist klar, dafs man durch m fache Difierentiation der ftr msO , 
gefundenen Reihen die für erhält Setnt man also, wie u , 
Gleichung 34 imd 37 geschah 

*) Bertrsin: Heber KugelAmotionen 8. 11. ; 
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§.51, iO. I.Th«a TkflwX^piHL Ui 

0,(ap)««af • • '+ 2.(2ji+3) ^ 

•0 iat 

da ferner $1«,^ Ol«, particuläre Lösungen von g. 49, d Bind, »o 
miin anch 

werden ; folglich findet man auch Air m ^ « die Gleichnng 

Dl„(x) = (j;»~irc:(x), 
die bereits §. 4G, Gleicli. ol, b für den Fall bewiesen war, dass m>n. 

2) Entwickelung nacl) absteigenden^. Die übliche Methode 
giebt ab Integral Ton (39,6) 

Vergleicht man diese Lösung mit der yorigen 

y - a(y5?^r *:(ap)+6(l/i^rQ:(») 
and bemerkt, dass die mH a und a multiplicirten Functionen ftr 

^soo selbst unendlich werden , die mit 6 und multiplicirten 
▼erschwinden , so ergiebt sich dass die gleichartigen Gruppen von 
JJSmagm dieselben Integrale darstellen mOssen« Hieraos folgt 

(jSrzi)-^: (,) = (_ o"j"f (- 5±2, _ 2=2, -Htii, ^-») 

Während P^ix) oder bei Legcndre und Laplace so- 

gleich als Function von x in Form der Keihe auftritt, welche schon 
doreh (2) eingeführt vurde^ so kommt die Zageordnete die 
ebe Lösung yon (89), socrst als nach ^ geordnete Beihe bei 
Laplace*) vor. Erst bei Legendre**^ wird dieselbe in obiger 
Art als Produkt von d/W*— l)"* iu eiuo nach x geordnete Beihe 

*) Ibmolroi rom 178f , 8. 141. 

MenoiNB TOB 1789: Saite dss imIm^os snv la Hgm des pUmtees. 
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142 I TbeiL Vierte« ICapitel. §. 51| iO. 

dargestellt. Dort deckt atidi Legen dre S. 432 einen Irrthum toh 

Laplacc an obiger Stelle uufj der^ wie sich herausstellt^ nicht alle 
Zugeordnete ia die Betrachtung gezogen hat, »ondeni nur die, fUr 
welche n—m gerade ist (cf. §.C7). Das was die aweiten Integrale 
betrifft ist so weit nicht andere Urheber citirt sind von dem Ver- 
fasser, meist in den früheren, schon erwähnten Arbeiten hinzuge- 
fUgty indem erst die Probleme, die derselbe behandcltei eine Unter- 
suchung dieser Ldsungen erforderten. 

3) Entwickelung nach absteigenden |. Da für jedes x die 
Grösse J so bcstinunt wird, dass itf (|) ^ 1 , so wird man die Dif- 
ferentialgleichung fUr alle x durch Keihen integriren können, welche 
pach f absteigen. Dadurch ergiebt sich aus (40) 

und 

Setzt man üb^cosO, und 1»^^ so entsteht eine nach Üömras 
und Sinus der Vielfachen von 0 geordnete Reihe; von den beiden 
Formeln fUr Ol bleibt jedenfalls (m. vergl. §. 29) noch immer die 
Bweite convergent Der eine von den beiden Ausdrucken fUr Pi^ 
aus welchem der andere durch Yertanschung von m mit — « ent- 
stebt; wird 

2"K;(cosI?) » («sin^r {cos(n-«)g+ ^''^'''^ ^^^^'^ ^ co8(ii^-r8)^ 

die Reihe so weit fortgesetzt, Ins sie von selbst abbricht. Für 
m = 0 erhält man die Entwickelung von welche mit der von 
K in §. 4> a bis aof die unteraobeideiide Constaate ttbqreiaitimmt 
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Fftr den Fall dass m— m gerade Ist, bat Hansen **) diese BiüM 

angegeben; man wird bemerken dass hei ihm N(u,fA), wenn B mit 

^n^O vertauscht und fi « ^'^^ gesetzt ist, bis auf einen cou- 

stanten Factoif mit unserer Reihe ttbereinstimmt; Sie Coefficienten 
Ton den Cosinus der Vielfachen von 6 möchten hier aSne etwas 

■ 

einfachere Form erhalten haben als an jener Stelle. 

1— a? 

♦4) Sntwidkelang nacli aufsteigenden — Im §.4 wa- 
ren fiir P" auch Ent\vlckeluiic:eii nacli Potenzen von &\nl6, etc. 
auigefülirt; unsere Differentialgleichung gestattet, auch für P", solche 
Auadrücke anfsustellen. Führt man in (a) und (d) des §. 39 für z 

die Veränderliche 9 3= ein, so verwandeln dieselben sich in 
t)(l-e)^r+("«+i)(i-2«')-^+(n-»«)(«+'«+i)»"' = 0 

•(1— ')S=-('»-^)(^-2«')^+i»+»0t«-'»+l)»- = 0. 

Integrirt geben diese folgende ganze Functionen von v als par- 
ticuläre Lösungen 

Die Gleichung (a) des §. 50, welche diese Functionen »** imd 
verbindet, ist nach gehöriger Bestimmung der Coustantcn 

(1—©)* », f>) = F(— % fi+1, m-fl, v), 

wfthrend man findet 

Diese vierte Art der Entwickclung ist hier berührt, um die Formeln 
nicht unerwähnt zu lassen, welche Legendre zur Behanddiing yon 

~~ — 2ßcos9))"'^* 

benutzte. Dividirt man in dem Integrale Zähler und Nenner durch 



1+«' 2a 



(1 — a')" , und setzt ^^^t = ^> ^^^^^ = — yx*—l, sofindetman 

*) Abhandluugen der Königl. Sächsischen Gesellsclmft der Wissenschaften 
tu Leipzig, Bd. IV: Entwickelung der negativen und ungraden Potenzen der Qua- 
dratwurzel der Functioivr'4-r"— 2rr'(co8|/cü8l/^-i-sint/8inl/'co8J), S.34Ö, no.41. 
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>Mli(dB) 

(I«.a«)»+-+^ 1.2... » ^-^^^ 
und setzt man den Werth (Ür % ordnet dann nach u s= ~ J^Ji* 

JIMlI(fi) (i-a«r* ^"""' "** ' "1=7/ 

Dies ist Legendre's*) Formel, die Jacobi**) durch Anwendimg 
seines Ausdrucks für sinmö (§. 36) ableitet. Euler f) hat eine 
andere Form für dasselbe Integral benntat, die nach Potenzen von 
ö Vx* 1 

-r- — rs= — i- oder von tangÖ fortschreitet, während unsere 

nach Bm*4^' Biese Entwickeinn gen , von welchen man ftir « — 0 

bereits Proben liatte, verfolgen wir nicht weiter, und übergehen 
ähnliche, die sich sämmtlich a.U gan2 besondere Fälle der allge- 
meinen von Kummer tt) betrachteten .Umformung der hypeigeo* 
metriichen Reihe answeisen. 

§. 52. Nach den K kann sich eine Function f(x) auf doppelte 
Art entwickeln lassen j zuerst in eine üeihe 

fix) =Ta'R(w), 

in welcher der dann lur AbkOnrong hier fortanlasBeade Index m 
festgehalten wird, iweitens in die Beihe 

in welcher dasselbe vom oberen Iudex n gilt. Um im ersten 
Falle die Coefdcienten Ä zu beetimmen und die Einheit der Ent- 
wickelung nachsnwdeen, hat man nach Anleitung des §• 15 nur 

SU untersuchen; man seigt hier, wie g. 14, dass J « 0 wenn fi 

*) Exercices T.II (no. 25), §.172. 

*•) Grelle, Journ. f. Math. Bd. XV, 8.9. 

t) Institutiones CalcuU integnlli VoLI7. BuppL ad T.I, Cap.Y, §.98. 
tt) Grelle, Joan* t Math. Bd. ZT: Üebev dk bypergeonstriiehe Beih« 

**7 
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nnd V verschieden sind, und findet ausserdem den Werth von J 
für v = II. 

Um das mto ma bemaen, leite man ans (39) die Gleiokmig 

ab; 2wet Integrationeil durch Thdle Terftndem das ernte Glied der 
linken Seite so, dass n nnd P üch nmtanschen. Da aber daa flo 
entstehende Glied nach (39) auch 

wt, so mnss («(«-fi)— = o, d. h. / selbst 0 sein, wenn 
nicht ns=v. 

Wird aber n=v, bo folgt aus 34> b und c, dass 

JI(2n)7T(2«) /'' <r^-*(g«^iyrf^(a?«-l)* , 

JI(ji+fii)iI(fi — m) • d^- Sb= 

ist, und wenn man durch Theile integrirt, wodurch in beiden Aus- 
drücken nnter dem Integrale rechts m sich in (m^l) Tenrandel^ 
dasa es 

JT(2n)JT(2;0 

1Z(||-|-«I — 1) JI(ii — «+ 1) 
wird, so dass man erhält 

j (n+m) .'.m (n-^m)(n+m-l)...(n~\-l) r 

aber selbst ist (p. 118): . 

und das letate Integral nach §. 14 gleich ir^' Stellt man diese 

Ausdrücke zusammen, so wird 

I4i;... /.^C 1) 2,^1 (l.8...(8n~l))« ' 
md 

^1 fl^ ^» - r (l>3...(2n ~l))« . , „ , , ^ 

(41,a) ... ^ «(-1) — ^(*)P.(*)ito. 

Dass J verschwindet wenn w und v verschieden sind, geht aus der 
Arbeit Ton LapUoe in den MeoMMren von ITSd no. 18 bemr, ist 



14$ l«7]Mtl. WtmlfttmiU 9^69, 

ftber erat Legeu^r^'^ BmixMM^ tK^^et» lUir «mdi^ ftv 

den Fall w = v berechnet hat. 

Die BestimrauDg der CoefBcienten B gestaltet sich nicht eben 
so «nilMihi daw die Entvickeloag nur aof eiifi Art möflicb ist 
seigt uehy Sadem man bewoi^ dass 

für alle x nur dann verschwinden kann, wenn alle B Null sind^ 
Setzt man zuerst x=l so musa d9.su B'^ gleich 0 sein, weil P^, 
etc. verBchwinden; dividirt man diMiü durch y»*— 1 und setzt 
jp 8s 1, 80 mu88 auch ^* gkidi Noll sein i»tc Man erhält dadiureh 
auch ein Mittel, die B bei Entwickelung von f zu bestiinmen, indem 

/-(a;)^B>y8(«) ^^^^ leich etc. etc. 

Aua p. 142, ad 3 ist klar, daaa ¥m(l) ulcht verschwindet. 

S^63. üm^e JC reeqrrirend herechaen.sn können» l^amt 
man paasende Fenneb dnroh i*4Q,a au&teUeo. IIa f'^VH^) 
dieser Gleichung genügt, und 

^gfl » (.-»)(»-«-l)?«+,(ai. 

80 erhält man zunächst 

(«-m-l)(»*-l)^M-»+2(i»+l>$«+i-(«+m+l)¥« « 0/ ^ 

und beim TJeberganga m den 9 aä deu (34, a) \ 

(42)... (fi-»-l)K+,(f )+2(«i+l)^^^iC+^^ = 0, 

wo »<n, aber auch negativ aein kau^i wie man einsieht, wenn 
man (32, a) d. h» die {^««ihuiig P.-««P«. benutzt Auch filr 
m := — 1 gilt diese Gleiohniig, xani giebi dann £e schon bekannte 
Relation Pi = P-i; will man sich der Formel zur sucjcessitcn 
Berechnung bedienen, so kann man von Pj = (|/S?^^)" und 
JP!Ui«sa»(y«*— 1)*^ aoBgehen» 



«) ywirfrp ino, a*iM-4»» ae.«i 4|. 
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Zugeordnete Fanctionen zweiter Art 

g. 54. In ähnlicher Art wie den werden auch den Fnno- 
tionen angeordnet; sn deren Einföhnug die Int^nJfonn am geeig- 
netsten endielnt. Durch zweckmSssige Behandeinng detAnsdracka 

deesen Zatammtebang mit K aus (38) zu enehen ist, hfttto man 
die wichtigsten Eigenschaften der letcteren Function ableiten, und 
«war, ausser der augenblicklich klaren Beziehung zur Eutwickelung 
von (ar-fcogqpyiE'— l)"*, die Differentialgleich. (39) finden können, der 
das Integral genügt. Dies soll zun&chst gesagt und dadareh der 
Uebergang an den Qi(m), den Zugeordneten zweiter Art ge- 
bildet werden. 

Man setze J, vollständiger 

(flP-hcOSflfV»»— l)"c08fll<y)(/9), 

Ji+ooa^y«'^! 8 r; 
and fedttt dam durch DifferantiatiMi 

V«'— l^-««^«+i « */^V-'[y«*-l (co8m9-co89cos(ai+l)^) 

-f « (cos 9» cos m^) ~ cos (m+1) 9) J 

oder wenn man zdsammenaieht 

= «^V-^J^Bin(»i-J-l)y,ya?'--l-i-«8in«yJsinydy, 

Dieser Ausdruck ist eine Summe zweier Integrale; das emte.nnd 
dann das zweite giebt nach Integration durch Theile reAp. 

- »*Mn(«+l)y+(«+l)j;.+i, 



^^yi^u 

•0 dass man durch Zusammenstellen der Resultate findet: 

(a) . . . ^ - ^^J. - 



10* 
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Macht man nim 9) = fs und denkt sich n positiv oder wenn es ne- 
gativ genommen wird o; nicht rein imagin&r, (weil sonst r gleich 
Null werden kann), so wschwindet der yon der Integration freie 
Theil, und man exlifilt für Ji(n) die Gleichung , ans wefoher die 
Hanpteigenachaften der K eich leicht ergeben (m. vergl. §. 56): 

(6) . . . - J: = (m+«+l) J:;^,; (V = n). . 

Eine andere Form derselben Gleichung nämlich {fp = n) 

findet man ans (h) auf der Stelle nach Division durch (|^a;*—l )""*"*, 
und eine jp fache Anwendung der Formel (c) liefert (9) =: n) 

= («+ii+i)(«+ii+2)...(m+ii+p)(»«-.l)" » 

Die Behandelung des Integrals, welches durch Vertauschung von 
— (n+l) mit n ^ua dem eben behandelten entsteht, also von JüT^if) 
stimmt mit der Yorhergehenden genan überein; mani bat Mr in 
allen Formeln (a) bis (d) dieselbe Vertanachnng Yorsanefamen. £1 

entstehen also die Gleichungen: 

(«)••• >^^*-i-jte — Ys^^- 

= (w— «)/irr ^(8in(m+l)9+^g^=-8ih»i9) 
für jedes g); für g) = n: 

mx 



(y) . . . ^((**-ir^j=^0 - {••- •)(»*-ir^/3r, 

(i) ... jj.((.._injr-*) 

■»(■i+i»-i-i^(»+j»-«^...(»-ii)(««-ir^j5?'. 
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BeitpieL Fttr -^i ensengt man ans 



^0 



0 ^x-^coitp }^x* — i 



dem elliptischen Iniegprale erster Grattong, durch Differentiation 
Dach ttf yermSttelst (a) nnd (a) 

cos mtp dcp 



■r. 



§. 55. Man geht nun von den P zu den Q in ähnlicher Art 
über, wie es bei dem einfacheren Falle im §.23 geschah ^ indem 
man für q> eine imaginäre Grösse tl einführt. Um auch hier die 
imaginäre Substitution zu vermeiden, behandele man wie J im §.5^ 
indem man sich n positiv und iwar vorläufig gana denkl^ hier 



Itgt(t) = {x — co8i< ^x^ — iy cos mit dt. 

0 

Setat man für den Augenblick 

a;+oost< y«*— 1 sm 

so entsteht 
(a) ... yS^^-^-m 



dx ^x^-l 

s=z (m— ii)if,+i4-^5+i(8in(OT+l)»^4-^^=-8inwt^^ 

So lange m<,n, wird daher der von der Integration freie Theil 
verschwinden; es mag übrigens m positiv oder negativ sein, und 
man erhäh für f s oo die Gleichungen ß, y, d diM vorigen Panii- 
graphen, wenn man JZ*^^ mit 

(43)... JL^Tl .1 

/ («+cosi<ys^=i)'*+' 

vertafisoht. Bei (8) wird man nicht vergessen dürfen, dass m+p 
nicht n übersteigen darf; weil sonst K^+p die Bedeutung verliert. 

Vergleicht man L mit J" und leitet daraus die Gleichung welche 
§.54; a entspricht her, so findet man, dass der XheU, welohAr (a) 
dort von (6)-unterBoheidek; fUr kein constantes, d. h. von x unabhängi- 
gst 4 verschwindet ansser #»0. An die Stelle von r dort tritt hier 



Digitized by Google 



150 I. Theil. Fünftes Kapitel. §.55,44. 

(7 = (x— - cosit yx*—iy 

auf; der erwähnte Theil würde also, da n ponUv wt, Tenchwmden, 
wenn f bo gew&blt wird, da»8 er Tmchwuidet, d. h. dara 

Dadurch erhält t aber eipeu von x abhäugigcn Werth, und bei 

dL '- 

der Differentiation wird man niebt allein den Ausdruck finden, 
wekdier niunitteniar au& dem ven *^~~ abzulesen ist: Jener Werth 

wird nnr sein, wenn man mit Jacobi den Buchstaben d 
brancht um partielles Differentiireu anzudeuten. Der noch Jiinzu- 

tretende Theil ^^4^ 

dt dm 

= (a? — cost^y^ic*— l)''cosmt^-r- 

wird aber 0, da f eben so gewählt ist, dass es o verscliwinden lässt. 
Man erhält also wieder Formeln wie (6) bis (rf) im §. 54, wenn 
man nur 1 mit vertauscht, (indem aus Gründen der 

ZwedunSssigkeity die man durch Yergleichnng mit §. 25 Terstehen 
wird in L der Wurzel das negative Zeichen gegeben wurde). Setzt 
man also, (indem man t den besonderen Werth giebt, und in dem 
folgenden unter J, K, L immer nur die Integrale zwischen 0 nnd «f, 

resp. 0 und oo, resp. 0 und logy versteht) 

{A4) ... Lm-J (»— oositj ysr*— ij'eosmlMd^ 

so wird 

«C-l)^(iH<H-»X<Hr»+8).v(»+<N«)(»^-l)~ ' 
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es darf in (d) der Buchstabe p jede ga&M Zahl bezeichnen. [^FOr 

log j/^ii nehme man dieselben GrOssen, welche dafUr %• 25 mid 26 

gesetsl wunden. Unter x kann wieder eine Grosse desselben Zei- 
ofaens wie dort, also im Aflgememen Ton positivem Zeieken vW' 
standen werden, da der Pall des m mit uragekdirteii ZeMieii M4lit 
darauf zurückgeführt werden kann. Dass n auch gebrochen sein 
darf; wird man wie bei ürUheren Gelegenheiten (§. 8j Aumerk.) 
audb iuer beweisen.] 

§. 56. SSmmtliche Ausdrücke J, K, L (in denen die 
Integration zwischen den für jeden angegebenen be^ 
sonderen Werthen ansgeAlhrt ist), genttgen der Dif- 
. ferentialgleiohnng (89). 

Die mit den lateinischen Buchstaben b, c, d oder den ent- 
sprechenden griechischen beaeiclineten Gleichungen der §§. 53 U. 54 
genfigen sam Beweise; man fUbre ihn a. B. für die JL 

Da a Xr.» so glebt (e) 

^((a:'-l)?i._) = (m-ii-l)(«*-l)^£.C-i)- 
Die ceebte Seite dieser Glsiob«sg ist aber 

m-l 

AvidiK man sie durch («'-^ly*"*, verwandelt finks L.» wieder in 
Lm, nn4 di^forontiirt, so wird 

Die rechte Seite ist| wiederum nach (e) 

«.(«,-.n-l)(m-f«)(»'-l)"^A., 
die linke, nmeb AnsflArnng der DHforentiatton nnd Hdtipfication 

mit («'-1)^ 

Dias^ Tamehrt n» (fli-Hi)(«i-^ii---l)li. und dann gtoieli 0 goeeta^ 
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War n ganz und pontiT und m gm« so werdan Ji vaA Km 
mxr fo lange Integrale der Differentialgleichung (39) sein können, als 

m<in + l] denn crstcrcs verschwindet, sohald m>« und fUr 
letzteres gilt (s. o.) nicht mehr die Formel {ß). Man hat aber 
noch immer wenn auch m>n, zwei offenbar versekie- 
d«ae IntegrSile yon (39), nämliek J«"^^ und Lm, 

Ehe wir die / verlassen, soll noch angedeutet werden, wie die 
gefundenen lielationcn (6) bis (d) auf die Werthe derselben fuh- 
ren, welche sich in den vorigen K^itehn becieits für sie ergaben: 
«f wirdy wie aus dem Int^ale ersichtUdi ist, bis auf eine Oonstante 
(y**— macht man in §.54,tf 

m 

80 folgt ans m ■ ' 

/i,=:c(«*-ir 

und eine ähnliche Formel für Jl/t » etc* 

§. 57. Wir gehen nun zu den K und L über, welche den 
Gegenstand dieses Kapitels bilden, während die J nur als Mittel 
benuiat wurden, die K und L einaufdhren und eine Methode fttr Ihre 
Untennehung zu verschafien. Die Integration soll immer swi§ekea 

den besondern Cirenzen 0 und oo resp. logV^^ anigefUhrt sein. 

Aus §. 55 folgt, dass Km derselben Gleichung (<5) des §. 54 ge- 
nUgt, wie setzt man dort also Km ftür «/»""^ macht dann 

m as 0 und schreibt darauf » flir p, so entsteht 

Aus $. 56, d folgt auf gleiche Art fOr alle ganaen m 

so dass alle K und L aus einem einzigen, oder abgeleitet 
werden. £s ist aber K^ss^ L^, wie man aus §.23 — 26 weiss, und 
ist genau 0"(«), wodurch man die Doppelgkiekuig Air Km 
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^ ' ^ ' ^' ' rfx^ n(n — fn) n{n) 
' Die Bezeichnung if und L für jene Integrale war nur eine vor- 
läufige; indem eine Fonction eingefiUiri wird| drückt man beide 
Bttchstaben dareh den einen neuen sot. 

SSne Bwef^missige Festsetzung für die Bedeutung des Buch> 
Stäben Qm wird man durch Vergleichung mit der von PZ erhalten. 
Es war PZ gleich dem Producte von (j/«*— l)" und einer Beihe ^ 
deren böcbate Peteni von « den Factor 1 hatte. Hier hat man, 
wenigstens wenn «> 1 (m. vergl. (37)) 

• • • - (~^) HC») 

10 dass für ar> 1, (y?^=T)*£ll gleich 
werden wttrde. Wir leCaeii deshalb fast, dass 

IT» cossiifrfg 

n (n-f m) n{n-m)J (x+coain/^^)**' 

Mi, und swar ist der erste Theil der Gleichung Definition, der 
iweite, so lange m^n, Folgemng aus (c). Aus (45) ergeben sich 
nun rttchwftrts die Formeln d, e, f, mit ätklfe Ton (a) und (6). 
Zwar weiss man in jedem Falle, welches die obere Grense 

logy ^ ist; zwei Fälle sind aber als besonders einfach hervor- 

siiheben, erstens 9 reell und > 1, in dem nichts weiter hinznsu- 
ftlgen ist, und sweitens x rein imaginär s^. Ih diesem Falle kann 

man die allgemeine Betrachtung so modificiren, dass man nur durch 
Integrale mit reellen Grenzen geht; es scheint dies aber eine Uber- 
flfUsige AfMl au asbi, aachdem bereits §.35 entsprechende Bsf- 
tra^tuai^ bei einem spüsT aUgVBeiii MiaadeHpo Falls ({.jMf) 
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vorkamen. Wenden wir sogleich die allgemeine Formel an, so wird 
nach §.26 jener Logarithmus tarccotgy; macht man d^uu ties->io 
(und seist dsraof wieder u für e), wodurch die Grenven 0 und 
arccotgir fllr 0 entstehen; so wird das mittlere Gfied Ton (45) sn 

(46,a) -«73/ («--eoMiy5^-i)"eoii»»#^(0<attwedlgf 
yeremfacht. 

iFssst mi^n Alles snsammen, so ist also die Ooppelglei- 
chung (45) j die sich fUr m^H mtr aaf eine dlofache; die Gleich- 
heit zwischen den ersten beiden Gliedern reducirt, eine solche 
welche die Function Qm{x), die Zugeordnete der zweiten Art, mit 
den hei der DefiniÜen ven di^rsh ein» Integral «rlttnterten Ho- 
dalitSten einführt, nnd snglnch, wenn m<H, «ne Transformation 
in ein zweites Jjiiegral liefert. Et ist femer- 

wo CC für jdle x nach Potensen von 1 j^rdnet werden 

kann^ für aj >« 1 nach absteigenden Potenzen von x. Andere Eigen- 
schaften derselben findet man in den vorhergehenden Paragraphen. 
Ferner ist (?1 ein Integral der Differentialgleichung (39). 

[*Aus (45) folgt, dass Ql{x) = (--tT*^ Ql(-x) , ausgenom- 
men den Fall; wo X reell und <; 1. Aus (24) weiss man, dass es 
fiofa m letaterem Falle nur um cUe Bew^hnng von 

/* cosmit dl 

(«-.cos«y»*-i)'+* 
• • • 

• • • « 

sn 

„ ^ /*• ' coamitdt 

(oj+cossiy?^)-^* 
4mi Fdl a SB ooti0 buMUlt.. Nach §.8l;&:hai man ' 

also mit Hülfe von (a) in diesem Paragraphen, nach, nifacher Dif- 
ferentiation 

Hat si «idere Werthe ist aber peekir »d ifielit angleieh reaM «ftd 
gitaer ab 1, so gilt Ü ee c l fc ti Ftottel.] 
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An merk. Da man (x — coniu )^x* — l)* in eine nach Cosinus 
ist Vielfachen von tu fortschreitende Reibe entwiekeln kMi|i (§. 43), 
dma Coel£deiiten di« i'^Cfr) auniMelien« «o liefiar^ der ente Theil 
Ton (45) eine eigenthttmliche endliche Beibe ftr dUe Qm, deren 

Glieder aus bestebeni in denfi erstoai log- — - erscbeint, 

XU"" X 

während ip den übrigen nur noch Potenaen von x und ^o;*— l 
vorkommen. 

4f §. 58. Wie im §. A2, so ist auch in dem Ausdrucke für Q^i, 
welcher die —(ji+l)"' Potenz enthält eme imaginftre Substi- 
tntion gestattet Verwandelt man das Integral, abgeaehen Ton 
dem Constanten Factor in (45)^ znnftoihst in 

^dt 

V («+cost< 

lM«ea sich hierauf dieselben SeUtlsse anwendsn, welche map 

§. 43 findet, indem an jener Stelle in der Anmerkung schon der 
Fall erwähnt wurde, dass im Zähler unter dem Integrale sich eine 
ganae f'unction von von nicht höherem als dem n}'"* Grad^ be- 
findet. Beaeiiobnet % denselben kritiachea Winkel velchcyr* ^rt 
angeführt wurde, so ist also 

— I ^"'^^ 



wo das doppdteZdcben so yerstanden werden muss, dass das obere 
gilt, wenn —V'o<V'<V'q> untere wenn yf^<:\ff<.2n—%. 
Schreibt man die Formel noch einmal nach Vertauschung von fff 
resp. mit —yj oder 2n—^, (was bei der linken Seite offenbar 
auf dasselbe hinauskommt)| und bemedit dasa 

/* ^ ^ e— <<ft 

(a;+cofl(t/4-^) y^r^iy+^ ^ (x+ cos {it— ^) fx^y^^' 

(anm Bewmse setie man I « — so wird die ersi? Fonael mit 

mnltiplicirt, die zwdte mit c^V, als Summe geben: 



cosi»i< di ^ e^^dt 

(»4-co8(i<- Vi l^i*^)-^* * coa«t^ («±cosi<y5^:af^ 
md ab IMteiw: 
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10$ I. Theil. Fflnfte» lüipiteL §.59, 46# 

• OnrnHät . <^<it • 

j/ (i?+co8(tl — V') l^^^)"^* " «n»^ (x±coait ^x'-l) 
Setst man diese Werthe fai (45) ein, so folgt für ein beliebiges ij: 

^ n(n+m)n(n — m) . \f\*i \ 

^enn — Vo<V<V'o; i™ «weiten Falle hat man als Factor von 

co8m(V^ — 1?) auf der rechten Seite dasselbe multiplicirt mit cosmn 
SU nehmen, und es noch um 

1.3...(2»— 1) p , . 

A • A • • • W 

ZU Termehren. (Man vergL p. 154.) 

Die bisher in diesem Kapitel entwickelten Formeln hat der 
Verf. sum Theil in seinen früheren Arbeiten, hauptsiLchlich im 
4S**** Bande des Crelle'schen Journals, angaben, anm Thett 
werden sie hier anm ersten Male rerttifonilicht. Die üntersnehnng 
des Integrals im §.54 ist, wenn anch weniger ausfttfarKch und all» 
gemein, in des Verf. Inaugural- Dissertation enthalten. 

g. 59. Neumann hat auch ftr die Ol einen Int^gralausdrock 

geben, ähnlich dem für Q* im §.33, weleher sich in demselben 
Aufsätze findet der oben citirt wurde. Man kommt zu diesem Aus- 
drucke, indem man, unter der Voraussetzung Jf(y+yjf*—l) grösser 
als jr(a!+y«^) (m. vergl. §.41), die Formel 

' ^=T(2»+l)r(a:)(?"(y) 

»mal nach y differentürt Dadurch findet man 

und nach dem Satse Uber die Bestimmung der Ooeffidenten solcher 

Beihen 

Air die Unke Seite ihr Werth ans §. 57, f gesalrt, ao eigldb« 
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«0:(r).».8...(»-+.)^,(^-/'-j^. 

Aaok fftr die iiM Neunftiiii £e BtdtnlHqf Bwiütibiai 

g^deri^ kid«B bei fbm 

itkä, wo die recbte Sdte der Gl^ehnng uner Zilien 1^ enI&Xit. 

§. 60. für die lassen sich recurrirende Formeln von dem- 

lelben Charakter finden wie filr die i^. Um iie nach der Methode 

• • • t 

des. §.53 an&oeachen geht man wieder von der Formel (o) des 
% 49 aus^ der «** s Ol als particul&res Integral genügt Da dann 

^«-(«+«+1)0^1, . 

^ «r («+«+l)(ii+iii + 2)£U+« 

wird, so indet man 

(x*-l)(«-h«i-i-2)Cl«+2-2(OT+l)a;D«+i-(«-i»)D«=sO * ' 

mid nach MultiplicatSoa.mit (4?*—!)^ 

(a) • . . (fi+ji.+9)0:^-2(m+l)7=^ W+t -(«-«•) Ol ^ 0. 

lümkttUi Boeh eiaeBcihe lümfieher Bebtkmeii iwiadkea ja dreiO 
mteUen, die mm den Belalioiiea inter fanetionea eonlignM tttm 

men, welche Gauss in seiner Abhandlang über die hypergeo- 
metrische Beihe aufgeführt hat. Einige findet man in des Verf. 
Arbeit im Bande des Grelle' aohen Jovm. Anmerk. 4. 

O §. 61. Die unendlich entfernten Kugelfun ctionen selbst wur- 
den im §.39—40 untersucht; an dieser Stelle soll über die ähn* 
liehe Frage bei den Zugeordneten gehandelt werden. Hier wird 
aber die AnaaU der FiSe welche an mrtemehdden eind betitdift- 
lieh grosser als früher, indem man zunächst, wie oben, nach der 
Grösse von x, genauer von M(i) eintbeilt, dann aber auch naob 
dem Verhältnisse des oberen in dem nnteren Index. Ist der ernte t e 
• »MiKHicli, wlhrend «rwdfifih Ueifi^ m» t»iid mneiah detf Mhe* 



1S8 LTk«U. BadtoteA Ka{>it«L §.6^49* 

ren Resultate bedienen können, indem PI von P", Yon 0" 
nur durak constante Factoren unterscheiden, die aua den il zur 
MmmcngiaMtit iin^y wtthrend dia Amdr&cke der iZ fUr ein unend- 
iMtoiAtsnwt bikMaft iind) w^nnu-t» eniUdi bMb^ M 
die Betrachtong keine Scliwierigkeit, wen» iliiii siek filr Ol der 
nach ^ geordneten iiüilien bedient. Da es bisher nicht gelungen 
iflty die ileaullate für säuimtliche Fälle mit der Kürze abzuleiten 
wai MmnmwmUXim, welche ihrer (sech den hiaher bekamiteii 
Anwendtmgen bemesaenen) geringeren Wichtigkeit entspricht, so 
mag es gentigen, wenn liier ausser dem Hinweis auf die in dem 
früheren Falle benutzten Methoden, nur noch erwähnt wird, dass, 
wie Jacohi In der mehrfach genannten Ajrbeit*^ nilttheilt, Le- 
gendre*! Formel im §.6i, ad 4 für ein nnendKchei m den WerÜk 
▼erschafift 

JI(n) cosm(pdg) n{m-\-n) a" 



/ ( 



den man noch weiter tranaformiren kann, wenn fUr dia J7 die h% 
kaonlen Ausdrucke dngeffthrt werden. 



Die Kettenbrildie. 

§.69. In der Abhaadehmif Uber die bjpergeometnaelM BriU 
laigi Q-aiisi> daw der Quotient zweier hjpergeometrischen B«ihen 
. F(a,/g+i,y4-i,g) 

tich in eUien X^ttaiilMnicb von bemdm ainfaefa^r Form 

1 



1— :3ri_ 
l*«ete. 

entwickeln lässt, in welchem die a gewisse Conatante nach x b^ 
adebnen, die er auch angiebt. Wird im besonderen Falle /^=<0/ 
m fgthk die «in« IMkt in l iSUmi tMMMht ntti nodk f iAitf-1/ 

w 
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•«Ubtt durch einen Kpttenbiiieb ye» «HfQigelMier Fem dmtellen» 

In der Arbeit: Methodus nova integr. valores etc. 
specieller Fall betrachtet» Bämhefa die logarithmiache Reihe 

^ ^i^t^tl}^'^)» welche daher einen EeUttibnieh 
^ —1 



l-^ete» 

Tenelieffen mnasy der durch Entwickelong^ der einidnen Brioh» 

vermittelst Multiplication mit y noch tranaformirt werden kann. 
Vertauscht mau noch y mit x, welches m^ ^ich reell und 1 
denken ma^;, ao ergiebt aich aua den allgeineinen Unteranchnngen: 
EilftsstBicli 

in •inen Keitenbmch 

(a) ... ^ 



«—etc. 

entwickeln. Die Nenner der Nälierungsbrilche nnd ebenso ge- 
wiaae hierbei Yorkomnieiide Beate haben «nen meikwOrdigen Zn- 
mftMtokmts imt den KogelfuQcttoQeny den Q^nes in der ndetet 
erwihntm Arbeit «ntdeekt hat. Dieser Zusammenhang soll ii^ 

Folgenden aufgesucht werden; man setzt hierbei die erwähnten 
Folgerungen aus allgemeinen Sätzen nicht voraus, und findet 
Iflgentlich die Bestimmnngestttcke o des Kettenbmchs« 

§. 63. Es seien und N» die auf gewöhnliche Art gebilde- 
ten Zähler und Nenner des n'**^ Nähemngswerthes eines Ketten^ 
bmehs, iind swar aähle nuoi das » so, dass in dem l^aUe^ jn 
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160 L'Tlita MMw'tovM §.6^46* 

weldiem tan Braeh tob d«r Fo» das im sm SoUmm ep> 

wähnten (a) vorli^, 

Z| s I9 = dP, «to. 
■> JV^, ar »*-^a^; tto. 
■m; man weits, daas dann allgemem 

Z» B dsZ«^— il».iZ«^i 

wird. Hienmt fblgt sogleicb, dass der (3rad von Z» und iV. resp. 
n— 1 und n ist, dass ferner diese Functionen als Glieder höchften 
Grades nach m resp. af^^ oder ^c" enthalten. Endlich ist auch be- 
iuuuit, oder iKsat sich ans den leisten beiden Gieichnngen leiefat 
beweisen^ dass 

Z»iV».i — Z,-i2V, = a, . . . a^i 
wird. ' ' • 

; Hingen Gritosen « nnd dnreb die Gleid^^^^^^ 
Zj = l, Z, =0:, iV, =a:, iV.=««-a„ 
und iUr jedes % welefaes grösser als 1 ist, ausserdem durch 

Zm SßZn^t — ttm^t Z«-» y 

Busammeu; so sind Z» und JV« auch umgekehrt die auf gewöhnliche 
Art gebildeten ZlUer und Nenner tou dem n*^ Nlthemngswerihe 
des Kettenbruchs 



iß — etc..^ ft,_| 



Der Beweli ibigt unmittelbar darans, dass ZL und JKi* durch j«ns 
Gleichungen voUstlLndig bestimmt sind, und dass man die ZtiiW 
nnd Nenner der Näherungswerthe des Kettenbmcha eben saccessive 
durch diese Gleichungen bildet 

Ksnn irgend eine Function g> durch einen Bruch, wie (a) ini 
Yorigen Paragraphen^ dargestellt werden, so ist (p der Werth Ton 
Z 

fUr Mss 00; bildet man also eine Beihe von Gleichungen 
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§. 6^ 46. I. Tkeil. Seelutes Kapitel. . 161 

JV.+, K iV.iV.+. ' 

ete* etc. 
wai »ddirt, so er^^ebt sich 

4 

Abgesehen von der Function ff würde man jedeuCalla finden > daae 

immer — gleich dem Ausdrucke auf der rediteu beite ist, 

X Z 
wenn -rp für fisoo eine Qrenae hat, die durch beseichnet wird. 

Beachtet man den Grad der hier vorkommenden Grössen, ao 
folgt: LXast ff sich in (a) entwickele, ao moia der n** Nenner 
so beaehaffen aein, daas iV«^— Z., nach abatogenr 
den X entwickelt, keine höheren Potenien von » ala die — (n+l)'^ 
enthält. 

Man kann die Form von Z und AT noch genauer bestimmen; ea 
entbilt nftmlich AT» nnr Potenzen die mit n gleichartig, d. h* deren 
Exponenten mit » sngleich gerade oder wgleich ungerade aind, und 

Zm enthalt nur Potenzen von gleicher Art wie (n— 1). Für die 
ersten Z oder JV, z. B. iV, , AT, , iV, ist dies ohne weiteres klar, für 
die anderen durch die Becursionsformel 

und durch diejenige welche den Z entapricht bewiesen: in der That, 
ist iV,.2 gleichartig n — 3 also auch n, und jV«^i gleichartig fi— 1, 
so wird xNm^i gleichartig n; es muss also JV von der Form sein 

JV, = j;"+c,x"-^4-c^a:»-*-f etc. 

Geht man nun an Nmtp—Z» (8.0.) xurttck, ao ISsat atch dia Resul- 
tat bestimmter fassen, wenn iwet Fülle unterschieden werden: 

1) Ist fi gerade, so wird JV« nur dann der Nenner des n**" 
Ktthenmgawertiiea einea Kettenbmehs («) sein kOnaen, wekber eine 
IWHon 9 dsratdlt, wenn e. « 1 nnd 

Hein«, Hewthndi d. KagelAiiicileM«. X| 
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192 I. TMU AMüMSitltaL §.63,46, 

(a)... JV;Bic,*»+Ä^af-*+.«+i?„ 
wenn ferner in dem F^o^oete tpNn die 0'% etc. — n** Potens 

von X fehlen. 

2) Ist 7i ungerade, so muss {c^ s 1) 

(6) ... JV, as»(c,af-*+c,a^+*««+^-t) 
flein^ und im Frodacie tpNn fehlen die ^1**, etc. 

teuz. Diese Ei^cnscliaf't iVilirt zur l^estiinmung der Coefficienten c. 

Wendet man dieses nätnlicb| um zuerst die Gleichungen 
für die e anfsnstellen, auf die Beihe 9 ss ilog--^ an, 
d. Ii. auf 

9 = ar»-f.-^+ -g- +etc. 

und bildet im ersten Falle die betreffenden Coefficlenten des Pro- 
ductes Nm(P, so sind alle Coefficienten von geraden Potenzen von 
lelbit 0; die flbrigen ad 1 erwähnten setse man gieiofa 0 vmA 
erhlH dann 

Z ^ b \ « + 3 



weil die Ausdrucke anf der Linken gerade die Factoren von x^^, 
ar^f . . . a?~t"~*'^ in dem Producte N(p darstellen. Es sind dies genaa 
GleieHuDgen, d. b. so viel wie Unbekannte c^, c^, ... c» vor- 
kommen. 

Im Bweiten FaUe wird 



8 


+ 


5 




+ 




5 




7 

etc. 


etc. 











«4-3 



-0, 



«4-4 
etc. 

c. 



'0 



«0 



2»— 1 

zu letaen sein, und man bat 1) Gleicbungen^ ao viel via Uo- 
bekamita e^, e^, etc. cw-i eziaturtn« 
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1.^,4^ hTh^l abtäte« iUpIte]. 163 

Diese Systeme von Gleichangen sind zuerst von Gauss in 
der erwähnten Arbeit über die meclianiscben Quadraturen aufge- 
stellt und gelöst worden; er findet die Unbekannten durch ein nicht 
nihar tob ihm angcgeheaea Verfiüiren. Fenicr itt Toa Jaeobi 
eine Aaflöeung geliefert^ weleha hier mitgctbeilt werden ■oU. End- 
lich hat der Verfasser **) die Systeme verallgemeinert, durch directe 
£limination der Uabckannten aufgelöst; und dadurch die Beiultate 
▼on Gauss von der logarithroischen auf allgemeine bypergeome- 
trische Bethen Ubertragen. 

Nach Jacob! löst man die Gleichungen und zeigt zugleich 
dass die Auflösung bestimmt ist, indem man zunächst die Auf- 
gäbe durch eine andere ersetzt. Man sucht uttmlich im Falle 

1) die Function A« von der Form (a) pag. 162, iUr welche 

Nds 3= ^Nxdm s» Nx*äx = etc. =» ^ *JVa:*-* rf* = 0 
—I —I —1 —1 

wird; es ist das erste, dritte, fünfte etc. Int^al offenbar daa Dop* 

pelte der linken Seiten der ernten» zweiten» dritten Gleichnng im 

ersten Systeme, verschwindet also, weit die e diesen Gleichungen 

genügen sollen, während das zweite, vierte etc. Integral 0 ist, weil 
diese Integrale unbestimmt genommen nur gerade Potenzen von x 
enthalten. Man wird die Function N und zwar auf eine Art be- 
stimmen können (s. unten). Im Falle 

2) sucht man aus ähnlichen Gründen eine Function iV« von der 
Form (Ji), für welche 

f^Nibe » f^Nxdx = etc. = f^Naf^^dx s= 0. 

Die Bedingungen in den beiden Füllen, dass eine Reihe ge- 
wisser Integrale verschwinden soll, kann man in eine andere Ge- 



*) Grelle, Journal f. Math. Bd. I: Ueber Oanss neue Methode, dieWerthe 

der Integrale uäherungsweise zu finden. 

**) Grelle, Journal f. Math. Bd. XXXII: Schreibe« au Jacobi über Ver- 
wandlung You Keihen in Ketteobmche , und Bd. XXXIV: Untersuchungen über 
die Beihe 

n. AMnItt; M X«YII: Uste die ZlUw and Kdmer von KettaabrOehea. 

II* 



164 I. TheiL SeohatM KApitel. $.63^46. 

0lalt ImDgen, mdem die FonMl §tat die IntegrUioii ärndk Theile 

^udo SS UP— y^äu 

mderholt angewandt wird. Hier stellen u und o ganze Functio« 
sen Ton w vor; es läast aich alio oDbedenklieh, wenn d0 gegeben 
ist, ein selchet 0 wttblen, dais • d&r « ar ^1 Tenebwindet^ «nd n 
wird nidit unendlich. Daher hat man^ bei ao gewSbltem auch 

aetst man nnn « s= of*^ dv^N, abo 0 s iNdx, indem Torltafig 

N irgend eine ganae Fonction yon x beseichnel; apHter erat nnaeres 
Nomer, ao inrd 

-1 -1 -1 ^ 

worm fUr aisO, 1, 3 folgt 

-I -1 

JxNdx si xjNdx -jNdx* 
-1 -I -I 

Jx^Ndx = x^J^Ndx-^-^Jxdx^Ndx. 
—I -1 -1 -1 

Die letate Formel verwandelt sich durch die Tcrheigehende^< wenn 

in dieser J^Ndx statt N gesetzt wird, wodurch 

JxdxjNdx a= xjNdx'-^jNdx* 
entsteht^ in 

Jx*Ndx = x'J^Ndx - ^xjNdx^-^- ^J^NdxK 

Allgemein, wenn fUr alle m, von t» = 0 bis m = die Integrale 
überall yon —1 an genommen, die Qleichnng besteht 

J^x^Ndx = af^jNdx-a^^x'^-^Ndx'+ii^^ x^^J^Ndx*--^, 
ako aneh nach VertanBcIrang von N mit JjÜdm die Gleidinng 



-1 
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f. 68^.46. I. Tbeil. Seolvtet Kapitel. 166 

yi" dxjfidai = x^jNdx*" dSiir-^J V<te»+aS^ «-^ y/^<te*— etc., 
80 findet man nach (c) 

4. Ii. eineD Ausdruck von derselben Form, Trie der Ine m b m gel- 
tende noch für m 39 «i+l* Gelegenilioli kenn hinsogcftigt werden, 

fl£J,««i4.1, ai?li = (m4-l)aL'\ aL'ii = (w+l)aL^ etc., 
woraus sidi der Werth aller a ergiebt, nämlich 

oüii« («+!), 
Il2>i=s(»l+l)m, 

ßmli = (»»4-l)ö«' = — 1), etc. 

ecbliesslich auch 



-1 >-i 



+••(•1- l)af'-^^»-elc.±iii(«--l). . . ijNäsf^+K 

Aue diesen Httlfrformeln sieht man, wie die Bedingungen 
ad 1 und 2 sich in die anderen umgestalten, dass 

ftar xsst verschwinden mttssen; dadurch ist aber N bis auf einen 

Constanten Factor vollständig bestimmt, welcher aus der Eigenschaft 
Ton N, dass es mit beginnt, gefunden wird, äetzt man nämlich 

80 ist (f{x) eine ganze Function, ausserdem vom Grade 2n, da N 
vom n'"* Grade warj ferner ergab sich dass (f{\) = ^'(1) = etc. 
ss^'-'Cl) a Oy was sich so ausdrücken läset, dass tf{x) durch 
(«—1)*- theUbar aein nrass. Ausserdem ist noch ^(^1) » ^(—t) es eto. 

— 0, also ff ix) auch durch (a;-}-!)*, folglich durch 
(«•—1)» theilbar, und als Function 2»»«» Grades qp(aj) = Ä(a?*— l)*, 
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166 I. Tbeil. Sechstes Kapitel. §. 64, 4tf. 

wenn k eine Coustante bezetchnct. Hieraus folgt 

* rfx* ' 

und daher bis auf eitto GoMtante sai|^(«)* ei (Hngt aber ftiit 
an, 80 dasB genau der Werth von N wird: 

Zm iftt dann die ganze Function (n— l}'*** Grades, welche durch Mult^ 

plikation von P,* mit l log ( ^]|]^ ) entsteht. 

§. 64. Gnn» abj^etehen Ton den Kettenbruchentwrckeliin^en 

ist hierdurch genau bewiesen, dass eine ganze Function Gradeft 
iV« = ezifttirt, so beschaffen dass 

in die Summe einer ganzen Function Tom offenbar (n— l)**" Grade, 

Z« vermehrt um einen Rest S„ zcrföllt, welcher nur negative Po- 
tenzen von X von der — («-f^)""" '"cl. enthalt. Z« und hat 
schon Gauss entwickelt, aber das erste in weniger übersichtlicher 
Form ab die welche ikh nach den UntersuchmigMi tos Christof fei 
herausstellt» Benutst man nämlich die Gleichung (23) 

und mnltipKcirt aie wit ^'3 '^2ii^i) ' 

{«)... inH^=z.+s., 

wo Zm Mne ganze Function von « ist, nSmlich 

''•'■l.3...(2«-l)^' 

so dass, wenn ^log^^ sich in einen Kettenbmch der TerJangten 

Form entwickeln lUsst, der Ztthler des n'^ Nfthertmgtwerthes Z»» 
der Nenner iV« » md der Best Sm dmroh KugeMmetioiien am- 

gedrückt word^ sind. 
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Es bleibt noch übrig, die Möglichkeit der EntwickelüDg nach- 
auweisen, und den Brucli selbst zu finden. Dazu lasse man fol- 
gende Bemerkungen zusammen: 

1) Nach der Gleichung (o) dieBes Paragraphen unteracheiden 

gLOi iioe^II-i und nur «m — , alao wenn man sich wie es hier 

immer geachah^ 1 denkt, um eine convergente Beihe, welche 
mit der — (2« Potens von x anfitogt Fttr «== oo werden 

daher beide Terme gleich, oder 

2) Es sind die P durch eme Glelofaung 

verbunden. Denn nach (16) ist 

«r'_(2«-l)a.p^-V(„-l)p-^ = 0, 

also nach p. 118 



Man erhält dadurch eine Gleichung von der vorerwähnten Form und 

n* 

^•~(afi-i)(2ii+i)» 

ferner ist /f, = a?, « «*- i = «»•—«i . 

3) Multiplicirt man (6) mit i^og-^^—^, wodurch jedes Glied 

^log^dbi Jn eine ganse Fonction und einen Best zerfiill^ io rnttss 

dieselbe Gleichung zwischen den ganzen Functionen (und zwischen 
den Besten) fdr sich bestehen, also hat man auch 

(c) • . . Zm — «^ii-l4*«ii-^Z»-l = 0. 

Ans (§) und (o) leitet man idier als Werth von ftir jedes « nach 

■Ml 

p. 160 den ersten Theil des Bruches (a) im §. 62 ab, welcher mit 

schliesst; es i^t daher ^log r wirklich in einen Kettenbruch 

von gegebener Form entwickelbar, und der Bruch selbst, wegen 
det'Ohen gefuBdenen Warthes von o.« 



1(88 LTkea fl eJ Mtw KufitJ. (^#6^46. 

Ä + l 1 



1.1 



2.2 



3,8 

5.7 

etc. 



A ■ Ii » n ff. 

§. 65. Im Vorhergehenden sind die EigenscbafteD der Kngel- 
fttnctionen einer VeründerUchen mid ihrer Zugeordneten entwickelt. 
Es wurden hiersu swei Methoden henutst, tob denen die eine alt 
die iltere bezeichnet werden kann, nämlich diejenige, welche diese 
Functionen als Lösungen gewisser Differentialgleichungen betrach- 
tet. Man hat gesehen, wie eine Ecihc merkwürdiger Eigenschaften 
durch diese Methode ermittelt wnrde, die swar «neb auf andere 
Art sich ergeben, aber zum Theile weniger leicht oder weniger 
natnrgemSsB. Hfttte man diese schon historisch berechtigte Me- 
thode übergangen, so würde eine bedeutende Lücke geblieben sein, 
indem z. B. bei Aufgaben der mathematischen Physik, in denen die 
Kugelfonctionen auftreten, gerade die Eigenschaft, dass sie die Dif- 
ferentxalgleichnng integriren, die immitiTO sn sein pflogt. 

Die andere Methode lüsst unsere Function als Entwickelungs- 
coefficienten auftreten, und ist vorzugsweise zur Darstellung der- 
selben durch bestimmte Integrale und besonders fUr die Q geeignet, 
t>urch den Beitrag den sie sur Lehre der bestimmten Integrale 
liefert, besonders wenn die mit fi beseichnete Grösse aufhört gans 
zu sein, oder wenn x imaginär ist, und wenn es auf sorgfUltigere 
Untersuchungen ankommt, möchte sie, abgesehen von der Leich- 
tigkeit, mit der sie manche Fragen im Folgenden bei verhältniss- 
müssig geringer Bechnung liefert, nicht ohne Werth, und somit 
die hier gegebene weitere Ausftlhrung dessen berechtigt seb, was 
Jacobi im 26*'*" Bande des Crelle'sdien Journals in lemer 
mehrfach erwälmtcn Arbeit mittheilte. 

Die Function F* wurde zunächst durch die Entwickdanir ^^"^ 
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.QaiidniftwirMl ebgttfilhrt; di« allgemeinere Form 

Ä = (l-2ar+«*)"'' 
bat schon Gauss in seiner Arbeit über die hypergeomeirische 
Reibe untersucbt. Entwickelt man dieselbe nach auliteigenden • 
in ebe Beihe 

10 wird 

r ^ il(»4-n-l) f njn-l) x'^-] 

60 Itet sich also C» nach (28) vermittelst eines rieKachen Differential- 

qaotienten darstellen. Um diesen in eine möglichst bequeme Form 

an bringen^ stelle man C. durch eine nach n s — ^ Ibrtschreir 

tende Keifae dar, wozu man am leichtesten sogleich in i2 diete 
Traasformatioo yoniimmt. Dadurch wird 

ö 

behandelt man diesen Ausdruck wie mit einem ibnlicheni der •in*'^- 

enthielt; im §. 4 verfahren wurde, so findet man 

im besenderen Falle »»i die Belke (c) des |.4 Setat mm 

in (28) 



so wird 

*/ Jf(n5 (2i'+n)(2v+«4-l)...(2v+2fi-l)SIP^ ' 

Diese Formel tritt zuerst in Jacobi's Abhandlung über die hyper- 
geometrische Beihe auf, und ist*) aus seinen hiuteriassenen Papieren 
mitgetbeilt. 

Gauss entwickelt /2 nach Cosinus der Vielfachen von 9, wenn 
meder m0 gesetst wird, io eine Reihe 

A^\-2A^ cosÖ-f 2i4,co8 2ö+etc. 

«) Borekardt, Jtvn. t Math. Bd.LTI, f. ft. 
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deren Coefficienten A zunächst in der Form des im §. 48 erwähn- 
ten Euler'schcn Integrals auftreten also im wesentlichen Pl sind» 
GftUfts brngt sie in die Ferm Toa Beihen« die tiiimitliek hyper» 

geometrische sind, und entweder nach «, oder . . ^ , oder : — rT\i» 
oder endlich nach ; — -tt^ fortadureiten. Hansen*) erwähnt eine 

Entwickelung von U selbst nach Potenzen von x.* i die er für 

den Fall »=4 ausführt. Endlicll Tergleiche man über die numerische 

Berechnung der A ausser der M^c. c^l. und den Exercices noch 
da» Habilitationsprogramm von Scheibner**). 



II* TJiell. 

Die Eugelfonctionen mehrerer YetSiiderlieheii. 



Brate» H»pit«l« 

Entwickelung der Kugelf onction erster Art nach Laplace. 

f. 66. In der Einleitan^ wurde gezeigt, wie Laplace Inden 
Memoiren von 1782, von der Entwickelung der Reciproken der 
Entfemuog zweier Punkte im Baume ausgehend ^ auf welche ihn 
das Potential fUhrte, zu der Kngelfunction P" gehrngtey in der ak 
Argument eine Grösse cos)* vorkam , welche nicht unmittelbar ge- 
geben war, sondern die gegebenen Stücke, (nämlich die Winkel 
welche die Lage zweier Punkte bis auf ihre Entfernung vom An* 
fim^pnnkte bestimmen) in der Verbindung 

(47) « . . cos/ = cos^^cos^i+suit'sin^, cosC^^V'i) 
enthielt. Es lag 0 und zwischen 0 und n, yf und iff^ zwiseben 
P und Denselben Winkel führt Legendre auch in den Savans 

*) Entwickelung der negativen und ungeraden Poteasen der Quadratwurzel 
etc. §.III, no. 43. 

Ueber die Berechnung einer Gattung Ton Functionen, welche bei der 
Botwickelung der Störungsfunction erscheineii. Ckrtii«, 1668. 
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^trangers S. 418 ein. Laplace gab dann die DiOl-rontialgleichung 
(a) des §.2 für P'^ijcoB/), auf welche er durch die in der Einleitung 
angegebeoen BetracfatmigeB geführt wurde ^ «nd entwickelte mit 
ihrer HOlfe P(cob;') nach Obsintw der Vielfachen yen 
während Lcgendre an obiger Stelle nnr das von (V'— y^,) unab- 
hängige Glied dieser Entwickclung fand , und endlich in den Me- 
moiren von 1789 S. 432 die Laplace'eche Kntwickelung in die 
ichlteaalicbe elegante Form brachte, in welcher sie jetat Überall 
anftritt* 

Am directesten gelangt man an der Gleicfaung (a) des §. 2 
wolil auf dem von Laplace eingeschlagenen Wege; nach dem 
hier gewählten Gange, bei welchem zuerst die Eigenschaften der 
Fnnctio&en einer Vertaderltchen untersncht und ftür P"(e) eine Di#> 
ferentialgldehnng nach • •«%efiiiiden wnrde, aobeint es voransiehen, 
dieae Differenlmlgleiehang an Grunde au legen, und ans ihri naeb 
den Andeutungen der Anmerk. im §.11; d. i. nach der Methode 
▼o& Legen d re *) in den späteren Arbeiten, die partielle Difierential- 
gjMehnog (a) abaiOeitMi. 

£• war die Ctteiehnng w^eher jr(«) wa f geattgfce, nach ^ U 

setat man nun 

s «B acos^+bsm^cosV'+csini^sin^ 
und beseSchnen a, b, c, Oonstanten nach 6 und \p, es mtfgen diese 

Veränderlichen reell oder imaginär sein, so wird 

•^as — -asini'+^^M^'cosV^+ccos^^sinV', 

da ö*» 

=3 (— 68inVf4-ccos^)8in(?, » —{bQQByt-\'Ctmn^)äin0» 

Daher geht . ^ 

(•)... äf+^'K^^+tsjfyS'' 

i^^^B^ über, wo 

•) Exercices T. II, S»««"« p«rtie §.XI, p. 2§3. ' 
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wird. Die Ausführung der Rechnung zeigt, dass A vermehrt um 
»*— a'— 6'— c' yerBch windet, dasa Ä = —2z, dass also (a) sich in 

▼erwandelt Waren a, b, e so ^wäblt, dass a*+6*+e*sl, so 
wird nach der Gleichung (9) vorstehender Ausdruck =— «(n+l)/", 
so dass P^C«) der Differentialgloichnng genügt 

'■ (-'S)--- |F+''''*6^S+5.Jtfl^+<»+^)^=<'- . 

fihokbe Werth« ft^ welche a*+6*+e*^l machoo; sind 

'C08(?, , sin^jCGst/Zj , nn9, sinv;, ; 
setzt man dieselben ein, so verwandelt sich i in die rechte Seite 
von (47), und f = P"(co8y) genügt der Gleichung (48). 

Ehe wir zur LitegraticRn derselben schreiten, sollen die Fomen 
aa%e(tihrt werden welche sie anmmint wenn nran^ ÜBar eM0 eine 
Grössen einführt, oder für diese wieder eine andere Q = i }^x*—l* 
Um die Symmetrie zu erhalteii| kann man dann in dem Ausdruck s 
auch für cos^i eine Grösse , resp. ^| » • ein^ren; ge- 

ichieht dieses, so gestalten. sich unsere Besultate wie folgt: 

Setzt man 

(47, a)... a = xx,^'-]/x^ — l y^J— lco8(V^ — y,), . 
so wird /* = der Differentialgleichung , 

(48,a)... §^(il-.')^+^^ + „(_n+,^f^O 
genügen; oder auch für Q = i — 1 der Gleichung 
.(48,6) ... 

Eine Grösse die von x, a?, etc. durch (47, a) abhUngt, 
soll im Folgenden immer durch z bezeichnet werden, 
so wie y für eine von 6, etc. durch (47) abhängende 
Grösse gebraucht wird; ferner soll nur Abkürzung so- 
weilen 
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(4:1, c) ... sp = V-Vi 

gesetzt werden. 

In (48) kommt nur 0 imd yf nicht aber ^^ nnd V', Tor; wegen 
der Symmetrie des AnsdntekB eoty mun aber Air F"(co8x) noch 

immer eine Gleichung von der Form (48) bestehen, wenn man 0 
in derselben mit ^^ oder %ff mit t//, vertauscht, allgemeiner wenn 
für & irgend eine der zwei Grössen 0, d^, für ^ irg^d eme der 

« 

beiden ^, %f geaetst wird. 

IjB »t /^(cosT') eine ganse Fnnction vom Grade n von cos;^ 

daher auch von cosO, sinöcosY', sini^shiT/;. Von jeder ganzen 
Function der drei Grössen coa^, sto^cos^^ sin^sin^, welche fUr f 
gesetat der Gleichung (48) genttgt, sagt man, sie gehdre aar 
Gattung der P* in Beang auf 6 und ^; ttbnUch von jeder 
ganzen Function von x, cosi^ yx* — lj s'mip /a;* — 1, die (48, d) ge- 
nügt, sie gehöre zur Gattung der in Bezug auf x 
und V* ^ Bezog anf die Zeichen der Wurzeln gelten die alten 
Beitinunmigeny deren ZweckmSisigkeit man hier einsehen wiid, wo 
$ immer zwischen 0 und n liegt, also nach der alten Festsetamig 
l/x* — 1 für a; = cos^ immer genau mit iBinÖ Ubereinstimmt. 

%^ 67. Wir gehe« mm sur Entwidtelmig Ton P^(a) nach deä 

Cosinus der VieUachen von Uber; da a in kehier höheren als 
der Potenz in F" (z) auftritt, so kann F* kein höheres Vielfache 
Yon ^ als das »fache enthalten; da femer nur ein Glied z", also 
nur mnes coe^^ enthftlly ao kann aneh ooaii^ nicht fehlen. £^ hat 
dihar P^(a) die Form 

ntssm 

2 ti»C08m9, 

wenn u weder ^ noch ^ sondern nur m und tfnthiUl; seiat 
' man diesen Werth statt f in die Gleichung (48, o), in welcher 
nieht selbst TOikommti sondern nur als Buchstabe nach dem dif* 

ferentiirt wird, so bleibt nach dem Einsetzen die linke Seite von 
(48>a) eine Eeihe, die nach Cosinus der Vielfachen von (p geord- 
nek ist: soll sie yersehwindeui so moss jedes Glied ftkr sidi vert 
sdiwinden. LMt man in den m*** Gfiedem den g em dnwutten 

Factor cosfli^ fort, so muss demnach der Difierentialgleichung- 
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genllgeih. DUuif stiimnt aber mit (39) ubereini und ist duneih flie 

Form 

(x)4-/i^C^;i(2:) 

im §. DG vollständig integiirti wo g und h Constante sind, d, h. 

■ 

kein x eothalteni oder da u nur von x und x^ abhängt, wo g vmä, 
h nur {P| enthalten können. Man sieht auf der Stelle, dass alle I 
verschwinden mttssen: denn setzt man für ii« deu gefundenen Werth 

in so verwandelt ea sich in 



m=if 



P wird für kein endliches x, also anch nicht für x^l unendlich, 
witiirend » oo ist, so dass alle h verschwinden müssen, und 
als Werth von nur die erste endliche Beihe ttbrig bleibt, welche 

diü y entliält. 

Wegen der Symmetrie von in Bezug auf x und x^ muss 
dasselbe anch die Form 

2" Ä«iC(«JcO»IWy 

«Sil 

haben, wo k rar m enthalten kann; die beiden Coniiusrethen 

^g^i K (x) C08 mrp , 2^h,^ (o?, ) cos nup 
müssen also gleich, und weil die Gleichheit fUr alle €p bestehl^ 
identiseh sein, oder 

w&hrend y nur x^ , k nnr x enthlllt. Hieraus folgt, das« wenn tu 

einen numerischen Werth vorstellt 

wird, dass also 

(a) . . . P" (*) =^*^-. ^ W (^1 ) 

ist* Dinse Form bat Laplaea angegeben; er bat ancb die Coih 
stauten bestimmt, aber die wahre Natur der K in sofern nicht 
erkannt, als er sie nacli absteigenden Q = iy'x*—1 entwickelte, für 
dieaelben also die Reiben 9.&1 ad 2 die nach ^ geordnet sind au- 
waadtn« Bei der Bestimmung der. k findet jieb der Irrthnmi anf 
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welchen an der citirten Stelle hingedeutet wurde: der Fortschritt 
von Legendre bei dieser Formel besteht in der richtigen Be- 
stimmuDg der b uad darin, dass er fUr die üire eleganteren 
Werthe einführte. Man vergl. die oben citirte Stelle in den Me- 
moiren von 1789. 

Die numerischeu Constanten lassen sich wohl am leichtesten 
durch Berücksichtigung des Falles x = = ao bestimmen , für 
welchen sich « auf 2x^Bin*\q> reducirt. Dividirt mau (a) durch 
80 wird nach (2) und (34, a) für x = oo 

«-'"^'■« = '■;^-<^"- Jj(2ain'jr^)-, x-Kix) = 1, 

Jl . *• . . • ff 

also 

2 •— r ■ -Sin'"] 9) = ifc«C03OTg), 

1 . ^ . . . H U 

Bekanntlich ist 

1 2ii 
(— l/a^sin'* = 2co8«g) — 2' — cos(« — 

2».(2«-l) ox . j / ,.M2«.(2n-l)...(n+l) 
+ 2 ~ — C08(n-2)g)+... + (-l) ^T^Jt 

also nach Umkehrung der Beihe t 
, ^.n ni2n) A „ « , _ nf«— 1) « . . \ 

Führt man endlich eine numerische Constante a durch die Glei- 
chungen 

(49)... ^ = 2,(l-3.5...(2»-l))' 



n{n + m)n{n — m) ' 
n /1.3.5...(2» — 1) \* 



n / 1.3.5...(2» — 1) Y 
1.2.3.. .n J 

ein, so wird = {—ifa^, also schliesslich 

(49; a) ... ?"(«) = P"(a:ar, - y^^y/^^cosy) 

= '^Viro:P:(a:)P:(xJcosmg>. 

TT 1 I - » • Ol 

Untersucht man mehrerer solcher Functionen für ein gleiches n, 
80 wird es erlaubt sein, sämmtliche obere Indices fortzulassen. 

Der von Legendre zuerst gegebene Satz über das von (p 
hreie Glied (§. 66), der hieraus ohne weiteres fliesst, lautet: 
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§. 68, 49. 



i/Vwa» = i'"(»)i>'(».). 



0 



§. G8. Aueser dieser Entwickelaog voii nach Cosiniit 

der Vielfachen von ^ sind offenbar nodi andre möglich^ und ei 
sind auch noch andere bereits ansgefllhrt worden. Im dritten nnd 
▼ierten KapKel wird uns eine solche beschäftigen, welche nach ge- 
wissen ganzen Functionen von neuen, statt d und \^ einzufüh- 
renden Veränderlichen fortschreitet; hier soll nnr noch die- 
jenige erwähnt werden, welche Hansen im 4**" Bande der AUiandl. 
d. SXchsiscfaen Gesellschaft d. W. in der sdion früher genannten 
Arbeit*) durchgeführt hat. Es bedeuten 0 und ö, dort die Brei- 
ten zweier Himmelskörper; während 9 die Neigung ihrer Bahnen 
▼orstellt; wenn die letstere klein ist, so hat eine Entwickelung nach 
Cosinns der Vielfachen von 9 für die nnmerische Bechnnng keine 
Bedentnng, wohl aber eine Entwickelung nach Fotensen Ton 
sin ^9 oder tang(4^). Nach solchen Grössen ordnet Hansell 
die Function P"(co8y) (bei ihm, in n°. 2-A ist />« unser P"(cosy)), 
und verwandelt die Coefi^ienten, die bei unserer Darstellung Po- 
tensen von sin^, cos (9, sin^i, cos^i enthalten würden, in BeilMi 
die nach Sinus und Cosinus der Vielfachen TOn 0 und $^ 
geordnet sind. Man übersieht aus (49, a), wenn man sich cosmrip 
in eine Potenzreihe entwickelt denkt, dats jene Coofücienten linear 
ans den Aggregaten F»(co8^) .^«.(cosdi) susanunengesetzt sind; es 
kSme also noch darauf an, jedes der Aggregate meh den trigono- 
metrischen Functionen der Vielfachen von $ und 0^ an ordnen« 
Hfilisformeln dazu sind im §. 51 ad 3 gegeben, aus denen man er* 
kennt dasa jenes Aggregat mit (sinö sinöj*"* multiplicirt aller- 
dings eine einfache Entwickelung liefert; dagegen würde schon 
Im(cos^) selbst eine eomplicirte Entwickelung noch den Sinus und 
Cosinus der Vielfachen geben, indem man dasu un^d in eme solch« 
Beihe Tcrwandeln und diese mit 



*) Entwlckdang der negatiran «ikd «agsndMi PoImuwii d«r Qusdntwwidffte. 
&S86^8T6. Mm Tsigl. svdi 9m ProgMBun Tsa Sehslbaer. 



fi0s(ii-m)^4 



(«— m)(2m+l) , AXÄi A 
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multipliciren muss. Hansen Iiat dieses vollständig durobgi^lirt, 
und die Eeihe darcli liinzufUguag von vielen Tafeln fUr die nu- 
meritche KecbnuDg brauchbar gemacht. Da die Formeiii sieh nicht 
weaentlieh aiimnmeiuneheni mid die EntwiekelaDgen jenes Auf* 
lataes ohne Hinznftiguug der Tafeln einen groseen Theil ihres Wer- 
th es verlieren müssteii , so übergehen wir hier dieselben mit Ver- 
weisung auf das Origiiinl, und begnügen uns damit, die Aufgabe 
ond die Methode, durch welche man sie mit Hülfe uoserer Jfor- 
mehi lösen kann anseinandergesetsst zu haben. 

In n°. 37 seiner Arbeit hebt Hansen einen besondern Fall 
seiner neuen Darstellung von hervor, von dem er später Au- 

wendungen geben würde; da unsere Formeln die Lösung für die- 
sen leicht yerschaffen, so soll er hier näher betrachtet werden. 

Es ist dies der Fall, dass /^(cosacos/^) nach Cosinus der 
Vielfachen von ß zu entwickeln ist; um diese Aufgabe nach (49, a) 
au lösen, setze mau dort 

^|3sO, d9ssin«, 

und findet 

Die Grösse P«(0) ist eine Gonstante, = *'"^»n(ö), also 0 wenn 
n — m ungerade ist, iin anderen Falle das Product von »"* und dem 
von X freien Gliede in $M(a;), daher (cf. p. 120) gleich 

(-l)~iI(M-m) 



2.4...(» — i»;.(fi4.f»-i.l)(ii+iii4-3)...(2»— 1) 
Zieht man dies mit o» zusammen, so folgt 

die Summe über alle gleichartigen m von 0 bis n, und fUr m = 0 
die Hälfte genooiniaa. Für ^.isina) ist die Beihe (34) 
. . „ («— f»)(ii — «I— 1) . - 

" WTT) ^»»•— *«+ et«- 

die nach Potenzen von sm« absteigt, oder nach p. 142 
sa nehmen. 

Helae, Uaudbucii d. Kugelf\uictioa«a. 



f » eBk DiMelhe Gröase ^(mflr ooi /9) llMt luli aooh in. tb» 

andmFonn dureh (49, a) bringen, indem man wpmcosa, x^ s^coaß^ 
y = -^fi seist. Dadurch entsteht 

P*(OOB«CO§A » ira2.»P2.i(C08«)Pta(00»^)C0B2M9, 

wenn ttber alle ganzen m von 0 bis 4 ^ Bornmirt wird. Diese For- 
mel lässt sich noch verallgemeinern, indem man (49, a) im ganzen 
mmal nach cos^ differentiirt und dann cos 9 = 0 setzt. Die linke 
Seite wird dann 

der raforeataalqnotient verwandelt nch nach §. 43 in 

1.3.. .(2.-1) 
n{n — m} ''•^**»'- 

Ferner wird für cosy = Ü und «» > 0, 

Faaat man alles zusammen t und führt auch rechts statt der P die 
9 eitti 80 findet man endlich 

•H«+*; 1.2 (fi+«H-l)...(«+»+4)^-+*^*^''"^ 
Diese Gleichung gestattet auch eine TTmlcehrung, d. h. sie giebt 
anch einen Ausdruck des Productcs durch die Func- 

tionen f «.(araj,), ?«+2(«»,)i etc. Es mag genttgen, wenn hier nnr 
das Bmnltat der Blimination angegeben wird, welches sich wohl 
am einfachsten in folgende Form fassen Usst: 

mxx,) {x'- \){x]-l)d"'^''P*{xx,) 
d{xx,r 2(2»+«) d{xx,)-^ 

(a:*-iy(x]^ir dr-^*r(xx,) 
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^ $. 70« Im §k wnnto von anderen Formen gehandelt, 

welche die Function P{z) annimmt, d. h. von solchen Keilien die 
Dicht mehr naoh Cosinus der Vielfachen von ip fortschreiten: ea 
ptk% aber mieli mooh andere Methoden, die nriprttngliche 
Eeike Ten Laplaee abanleiten. Hansen^ theilt, um diese an 
finden, das Argument % in zwei Theile, nftmlich in 

entwickelt mit HOlfe des Taylor'sdien Lehrsatzes iP^(a+^) nach 

Potenzen von setzt die Potenzen von cos ff in Cosinus der Viel- 
fachen von q) um, und sammelt dann sämmtliche Glieder welche in 
Cosinns des gleichen Vielfachen von g> multiplicirt sind. Dadurch 
findet er als Factor von cosm^ eine Reihe derselben Form wie 
die rechte Seite von (/>) im vorigen Paragraphen, welche er dnrch 
die linke Seite summirt, und so unmittelbar die Form von Laplace, 
die Gleichung (49, a) erhält Die Uulfsgleichung (b), ebenso auch 
(o) des §.69 entwickelt Hans^en; b« dem dieselben snerst vo» 
kommeB.| nicht anf dem Wep^, auf welchen man im vorigen Pa- 
ragraphen zQ ilinen gelangte, (es wurde dort die' Kenntniss der all- 
gemeinen Formel {49, a) vorausgesetsct) sondern auf eine seinen 
Zwecken entsprechende Art, welche man an dem angeführten Orte 
im §• 2 findet^ nnd die nur den Ausdruck von durch einen 
DifferentialquotaMilien vorausaetat. 

Noch früher**), in einer sclion mehrfach erwähnten Abhand- 
lang, hat Jacobi die Laplace'sche Formel durch ganz verschie- 
dene Prinzipien abgeleitet, die sowohl wegen ihrer IWachheit als 
auch wegen der Wichtigkmt für das Folgende hier voUstSndig mit- 
getheilt werden sollen. Die Methode beruht anf einor zweckmässigen 
Benutzung der Gleichung (4, a) im §. 6, welche ergab dass 

l^il'— Ä*— C* -Ä+^cosiy+Csin^' 

wenn, um nnr den Th^ dek Satcres zu erwfthnen, welcher hier in 
F^ge kommt, A positiv und ebenso wie B und C reell, ferner 

•) AfchsiHnangcn d«r S»clttiseh«n GtoidlMluift der W., LBd. 1862, 8. ISS^ISO: 
Uttbw die Sntwiokslaag.der €MM» .(l—iaff+«(T* as^ d«» PoCenioi von a. 
•*) Orelle, Joakn. £ MeA* Bd.SZfL 

12» 
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A*— ü*— e* positiv ist Dtr Sate wnnU spiler (im §.47) noeli 
Terallgemeniert und auch auf andere WerÜie Ton JC, B, C ttbsr» 

tragen; es scheint aber angero^sen, die erste Formel su Gründe 
zu legen, welche mit geringeren Mitteln abgeleitet wurde. Beweist 
man durch dieselbe (49, a), so erlangt man diese Formel aUerdinga 
xonftchst nur A&r den Fall, dass x und w^ reell und grMnr als 1 
sind; da aber die zu beweisende Gleichnng auf beiden Seiten nur 
ganze Functionen von x, x^ , /x* — 1 und ix\—l enthält, so folgt 
unmittelbar, dass wenn »ic iur die erwähnten Fälle gilt, sie auch 
fUr alle m und richtig bleibt, wenn nur die Zeichen der Quadrat^ 
wurzeln auf beiden Seiten gleich genommen werden. 

Denkt man sich m als den grösseren der beiden Wertbe 9 
und Xyj femer x positiv, und zerlegt 1 — 2a»4-«* in 

(aJ-«ai|)'--(}V~lcos^ff--aj^a?J-lcos^J"— 

so hat der yorstehende Ausdruck die Form A*— <0*— wo 

A «= («— aa?,) 

gesetzt, also bei liinrcicliend kleinem a positiv wird. Durch die 
Hulfsformel entsteht dann 

yi-2«»+a»'^ 2«/ (»4.cos<VMf)y5^)--«{», +coe(^,-^)|^^J=i) * 

entwickelt man auf beiden Seiten nach aufsteigenden Potenzen von 
a, so ist mit o" auf der linken Seite multiplicirt, also 

(50) . . . r W = i- y'-V.-feos(V..--,)lg^^ 

Es bleibt noch die weitere Transformation der rccliten Seite dieser 
01eidiungy deren Zähler sich in eine nach Cosinus der Vielfachen 
Von (^|— 9) fortschreitende Beihe der Form 

(a) . . . Co+^'^jC08(v/, — j?) + 2c,cos2(v/, — ?7) + etc. 
entwickeln lässt, während die J^iproke des N^nnefs eine Beihe 

(6)... *,+2*.co8(V>— v)+24t«>»2rt'— »)+etc. 
giebt, wo nur für c und k ihre Werthe nach (33, a) und (36) zu 

setzen sind, d. h. 

_ 1.3..,(2«— l)JI(n) p,^ 
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und Cm as 0 wenn m > n, ferner 

Berttcknchtigt mm, dass das Integnil swischen 0 und 3ii aus dem 
Fkofhiota der Reihen (a) imd (b) sieh bedeutend Eusammenzieh^ 
iadera 

^/^iPk).{!b)dn «= c,Ai+2c,*^cos(V'-V,)+2c,A,co82{V^-V,)+- 
o 

was auch die Constanteu c und ir YonteUett, und dass in unserem 
FaOe %e»K nch in 

2(— ir. 1))' P*(j;)P*(a?.)co8»q). 

^ ^ /I(n-fm)JT(fi-f») ' 

oder 0 verwandelt, je nachdem wiil^w oder m :->n, so hat man 

den durch (49, a) ausgedrückten Werth von 

§. 71. Es sind nicht eowohl die Zugeordneten 7^(3?) und Qm(x) 
weiche in den Formeln erscheinen; sondern es treten diese Func- 
tionen in der Begel multiplicirt mit einem CSosinus oder Sinus wie 
c o aa iy oder sIamV' auf. Diese Verbindungen , ako 

P!l (x) cos , P\^{x)9\x\mxp i (C (j") cos wt// , ()* (a?) sin mt//, 

und zwar die beiden ersten von diesen vier so lange »»^/i, sol- 
len Kugelfunctionen mit 2 wei Veränderlichen heissen. Das 
Bedürfbiss emer abkünenden Bezeichnung bat sieb bis jetst nur ftlr 
die welche P enthalten herausgestellt , fUr welche dann die Buch- 
staben C und S, je nachdem der Cosinus oder Sinus von imp in 
ihnen vorkommt, gewählt werden mögen. Meiäteuthcils ist es be- 
quem fUr X eine Grösse cos au setzenj wo 0 reell oder imaginär 
sein kann; deshalb wird bestimmt| dass 

(51)... |K(-«^)cos-i^=^:(^^V'), («<^) 

sein soll. Indices ai» n und Argumente 6^ dttrfen überall, wo es 
ohne Zweideutigkeit geschehen kann, fortgelassen werden. 

Die C* und S* sind ganze Functionen vom n*"° Grade der 
drn Grössen coatf» sin^oosy» sin ^ sin indem 
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wird; aber 

wodurch die Behauptang erwiesen ist, wenn man erwägt, dass $1 
nach C08Ö den (n — m)'"" Grad hat. 

Setzt man in (38, 6) 1 = 0 so findet man iür C und S mit 
Hülfe von (ßö) je einen Integralausdruck ; beide Formeln sieh« imiB 
in eine snsammen, indem man einen willkUrlichjen BudMiabeB a 
an Htklfe nimmt, nftmlich in 

n.n[2n) 



indem tsinÖ schlechtweg für j/cos'Ö— 1 steht, wo die Wurzel nach 
den früheren Bestimmungen zu nehmen ist. Auch dieser Ausdruck 
beweist die oben angegebene Zusammensetzung von C und 5 aus 
eosi?» etc.: man bat nur lin^ 008(17— fr) in (sin0co8^)co8q+ 
(8in<'sini//)8inf7 aufzulösen, um zu erkennen, dass C und S ganze 
Functionen Grades von cosÖ, etc. werden. 

Die (2J1+1) Functionen C und unterscheiden sich weeeDt- 
lich Ton den Produoten i^.cosviV' vnd P^.vinm^« Ittr dia fM>ii. 
Sollten <£e8e noch ganze Functionen von cos^, etc. sein, 00 wiren 
sie jedenfalls vom höheren als dem 11**" Grade, da oosrnv^ und 
sinmi// nicht aus Potenzen von cos»/; und sini// von geringerem als 
dem n**'* Grade allein entstehen. Ausserdem sind sie aber auch nicht 
einmal ganze Functionen: sie blieben sonst gsnze Functionen für 
^ so dass PI me ganze Function von cos<7 und sini? wftr«. 
Man weiss aber ans §. 45 dass JC(a:) wenn «i>>ii für einen ge- 
wissen Werth von x nämlich x = — 1 unendlich wird, so das» ea 
keine ganze Function von x und >^a;'— 1 sein kann. 

Die und ST sind ferner Integrale der partiellen Differenz 
tialgi^chnng (48), d. h. genügen ihr für f gesetzt. In der That, 
macht man z. B. f^Cff^^ Kl (cos (^). cos so wird die linke Seite 
von (48) 

eosmv;(^+cotangög+(n(»H.l)^ 
und nach (39, a) gleich 0. ül(^ »ind aUo, in der Ausc^rucksweise 
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des §.66, die C* tind S* im ^«nsen (2w + l) Intcp^rale Ton 

(48) welche zur Klasse der in Bcziip^ auf ^? und ip ge- 
hören. J^de Function die zur Klasse der P" gehört, ist 
ans ihnen linear durch die Formel 

mit(2fi4-l) willkttrliehen OoDB^tanteii c und Busammen- 

gesetzt. |Ist iiämlicli f{0, eine solclic Function, so muss sie, 
nach Cosinus und 8iou8 von mt// entwickelt, die Form 

Z (»« CGI 1»^ 4* f « Bin m^) 
haben (m. vergL §• 66), y»o tu und 0» der Difierentia]gleiehiin|f 
der fZ, und Ol gcnUgcn. Eb darf Qi ntch^' in ^er TünottöA V6^ 
kommen, ebenso wenig ein m welches grösser als H ist. etc. etc.] 

§. 72. Fasst man Entwickelnngen gegebener Fonct^nen aaeh 
C and 8 in'e Auge, so ist analog dem in §. 14 nntersuchten Integrale 



/ 



-1 

hier als Hülfsmittel 



*i ü 

0 u 

J> SB y''sin(?cW^'"sis;;rfy 



0 0 

sn betrachten; es zeigt sich, dass B immer verschwindet, und dass 

auch Ä und C Null sind, wenn nicht zugleich 

n= V, m = fi. 

Diese Sätze, welche Laplace in den Memoiren von 1782 S. 163 
durch ein Verfahren bewiesen hat, von welchem §. 14 und .§. &2 
bereits Proben gegeben wurden, lassen sich leicht nAchweisen, wenn 
man die Zusammensetzung von C„ und aus P« und cosm^ resp. 
sinmt/; beachtet. Aus derselben folgt, dass C^S*',, die Grösse rp nur 
in der Verbindung coswit/^ sin^i// enthält, dass also in B das innere 
latafpMÜ, das nach ^ an nehmende, versehwindet, folglioh B immer 
0 isb In A iwd. 0 vetschwindeii gleiefaialls die inneren Integlildi 



Digitized by Google 



1 

1 



184 ILTbelL lntatX«r4teL' §.72,61. 

weoii nicht ffiss/pi ist i^r mss^i so wird fUrmsftssO, JD fßMkO, 
tootl 

o 

also nach §. 52 Null wenn nicht n = in dieHcm Falle aber 

2n JI(n4-m)JT(w-m) 
^ ^ 2» + l (1.3.,.(2« — 1))* 

fllr m s 0 aber A das Doppelte. Dieser Werth verwandelt sich 
endlich nach (49) in 

^ ' 2fi-fl 

Man hat also das Resultat: Es ist immer B » ferner D ss 0 
wenn m oder gleich Null sind; A und D rerschwinden 
ausserdem wenn nicht zugleich m^fi, nsy. In allen 

übrigen Fällen ist aber 

(-ir 2«-i-i»_ (-ir 

A SB — : . •iß — ^ « 

Wegen einer späteren Untersuchung im dritten Kapitel soH hier 
gleich erwähnt werden, dass die Sätze Air A und D noch gelten» 
wenn die Grenzen nach und 6 nur 0 und ^ft sind, doch ist 
dann der Werth des Integrals der aclitc Theil des früheren. Man 
darf femer in diesem Falle v nur gleichartig mit n, und /i mit m 
wählen, d. h. so dass fi— y und m—ft gerade Zahlen oder 0 werden. 
Der Beweis ist gans ähnlich dem eben geführten; es wird nämlich 

^^*^Go§imp cot fiytdyf 
II 

wieder 0 wenn m und Terschieden (aber glachartig) sind» während 



y 



K FL Bin 0dd 



die Hälfte desselben Integrales von 0 bis n ist. Zertheilt man das 
letstere nämlich in eines von 0 bis -^ii und eines von bis n, 
so geht dieses durch die Substitution $^n^^ in (—1)"'*''' mal 
dem von 0 bis genommenen ttber. 

Ob jede Function tob 0 und tfi sieh nach den C und S 
entwickeln läset, wird im fünften Kapitel nn tef w ch t werden; 
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nach der Methode des §. 15 zeigt man aber sogleich, dass eine 
aolche Entwiokelang nur auf eise Art geschehen kann, d. h. 
jats, irtBii es mOgltoh ist» eine Fnnction f{9, ^) durch die Doppel- 
ieike 

{a) ... f{o, xp) = £{ci c: + c .s:) 

ftir alle 0 von 0 bis n und alle "ip von 0 bis 2n darzustellen, (wo 
die Samme auf der rechten Seite von msO bis m = n, von ii = 0 
b» » s oo SU nehmen ist) jede andere derartige Entwickelung mit 
der vorliegenden übereinstimmen mnss. [Denn wire XirZCi+iCX^ 

eine zweite Entwickelung, so würde die Multiplication mitCMsin^d^di^ 
und Integration geben: 



^ 211+1 fll ^ 2«+l a«' etc. etc.j 

Der Weräi der Goeffiidenten e imd k drttckt sich dann durch f in 

folgender Art aus 

Ü n 
(-l)X « alf^indddj ' V(^> ttf)8ld^. 

II 0 

War aber (a) nar für alle 0 und tff von 0 bis 4» g^ehen, so 
gelten die Sätze nicht mehr in diesem Umfange, imd müssen auf 
folgende Art spccialisirt werden: Ist f{0,\p) entweder in eine Reihe 
^ÄCÜ oder in Xk^S^ entwickelbar, die »Summe nur über gleich- 
artige ffi und gleichartige n ausgedehnt^ so sind die c oder k be- 
stimmt , und durch den achtfachen Werth der Torheigehenden In* 
teg^le ausgedrückt, wenn diese nach 6 und \p von 0 nicht mehr 
bis n resp. 2;i, sondern nur bis \n genommen werden. Den Be- 
weis hinzuzufügen wird überflüssig sein^ da oben bereits über den 
Fall gehandelt wurde, dass man statt der A Integrale untersucht, 
deren Orensen 0 und \n sind. 

Dass jede ganze Function f von cos^?, sin^^cost/', sinÖsini^ 
sich nach den C und S entwickeln lässt, kann an dieser 
Stelle leicht bewiesen werden. Eine solche Fnnction besteht nftm- 
Udi aas QHedern dar Form 

(6) ... cos* &mA*^9 cos" yp sin" %!> ; 
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C0i*^ nach Comum d«r VieUacben tod ^ entwickelt, giebi GUete 
▼#a der Form cof(s— 2p)Y^; md*'^ in ehnÜdier Art bebandeH, 

Glieder cor(v — oder ^iu(v — ti; je nachdem v gerade oder 
ungerade ist. £b kommen also in cot* ^ sin*' für ein gerades v 
nur Glieder eo8(ii+y— 2p)^, für cm tmgeradct tiain-^w—2p)Sf 
vor, wo p von 0 an nur solche gsnsen Wertke erhilt, die ii-f 9|i 
potitiT laasen. In (b) ist jeder «olclier Cosmos oder Sinns mit der 
(if-f 1»)"^" Potenz von s'mO Duiltipiicirt, also enthält allgemein cosmi/; 
oder sinm^ ab Factor eine Potenz Ton sind deren Exponent gleich 
m iet oder nm eine gerade Zahl höher. Daher hat f die Form 
f SS F^+Fj sin (^cos^+F, sin'^^cosSV'-f- etc. 
+ G^ «in 0 sin yj + C^ sin* ö sin 2i/; 4- etc. , 
wo die F und G ganze Functionen von cos^ vorstellen, und die 
rächte Seite eine endliche Eeibe bildet. F« lässt sich in die Sunmie 
zweier Theile «» und aerföUen, wo tc« eine gerade, 0u eine nn* 
gerade Function Ton cob$ bezeichnet; fUr Gm güt das Gleiche. 
Man behandele nun z. B. weiter nach der Methode, durch welche 
man im §. 16 zeigte, dass 9* sich nach Kugelfunctionen entwickeln 
lässt £s sei 

Um = &cos*'(>+cco8'"^<?+etc., 
so wird die Differenz ft^iST^^Ccosö) eine Fnnction wie «m, nur 

von einem um zwei Einheiten niedrigeren Grade sein; durch weitere 
iSubtractionen von Functionen ^ muss es also auf den O**" Grad^ 
auf ^2 reducirt werden. Daher lässt sich ti» durch 

« a?:+/??:+'+y?r^*+etc, 

und ebenso p„ durch 

r« = a^r*+Ij*:'^'-i-etc., 
also Fm und Gm mal sin"*d durch eine Summe von Gliedern g^'Fm dar- 
stelleui wenn die g Constante bezeichnen und nach v von Vssm an bis 
au einem endlichen Werthe snmmirt wird. Multiplicirt man noch 
mit cosm»// oder mMiiip, so verwandelt sich endlich die Summe 
resp. in £g*'Cm oder ^g^Sm, was nachgewiesen werden sollte. 

Da Cm und nach cos^?, etc. genau vom n""" Grade sind, so 
wird f kein C oder S". enthalten können; wenn es von niedrigerem 
Grade als dem war| aondem nur solche C und S, deren oberer 
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Index unter fi bleibt. Der Satz über die P ae tiM mn ng ft«r ÜmM- 
ficienten giebt dann als Werth der in C« und Sü multtplieirteD 
Consttnteii retp. 

y^"dd sin yf)CZdtp = 0, 

o 0 

i> II 

« 

WiU man diese Integrale nach 6 und nur bis nehmen , so 
hitShi Ihr W«rih jedenfaHs noch^O wenn f{0,^) bei derCntwicke- 

lung nach C oder S nur Glieder enthält, welche CZ oder resp. 5^ 
gleichartig sind, wenn also f anch k{Mne C und iS zugleich enthält. 
Dies wird geschehen, wenn in f nur Potenzen von cosÖ auftreten, 
welche fi gleichartig sind, Ton sin0 die mitm gleichartig sind, nur 
gerade Potenzen oder nur ungerade Potensen von sin^, je nach- 
dem man das erste oder zweite Integral benutzen will. Diese S&tz'e 
entsprechen einem Fundamen talsatze von Legendre*) über /^(x). 
Man vergl. §. 16. 

EntwickeluDg der Kugeliuncdou zweiter Art 

§. 73. Durch die Methode des §. 67 erhält man für die Kugel- 
fonction zweiter Art Q mit dem zusammengesetzten Argumente s, 
das von x^^ xff und xp^ abhängt, eine £ntwickclung welche der 
Ton Laplace für P{») gefundenen gans ähnlich ist £s ronsa 
nämlich Vi*) wie ein Integral der Differential- 

gleichung (48) im §.66 werden, da Q{x) derselben Gleichung 
(9) wie P{x) genügt. 

Wir greifen einen für diese Methode besonders bequemen Fall 
heraoa, der naa die Form der Entwiclielung anch fbr die tibrigen 
Fille andeutet; eine andere nicht gerade eben so einfache Metbode, 
£e auf Betrachtung bestimmter Integrale beruht, wird in den fol- 
genden Paragraphen das Besultat für alle Fälle liefci*«!.. Wir den- 

» * 

♦) Memoiren Ton 1784 8.372: f^P*{x){m-\- ßx ■{ \'6x'^^)tlx ^Q. 

u 
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ken viM x^ poMw ndl und ^i, x ponÜT reell usd hini fg i i e k 

gross, um 



s = xx^ — ) X* — 1 ]'X]—1 COSfp 
nie reell und kleiner oder gleich 1 werden zu lassen, welchen 
reellen Winkel auch ip Toratellt Nimmt man deshalb xanäobtt 
x>l, Bo kann • reell Air cos^aiO werden; wlüilt man nnn 
X so gross dass xx^'>^, so ist die Bedingung für s erfüllt Dann 
bleibt Q"(z) füv alle rp von 0 bis 2n continuirlicli und endlich, läsat 
si^h also nach Cosinus der yi§lfacl^e|:i vo;xi 9 (m. vergl* hier §«67) 
cinej^e v«^ der.yoifin . , , . . , 

raj^l^eli^ )^s m^iss demnach Um wiederum .. 

= gmPm{x)^-h„,Ql,{x) 

sfin^ ai|^er es sind hier all^ gleiqib^.^uli zu se^^i da für a;= oo 
l|iifN^licJ^,.wf^4«>» kann., TJm j^ii, beatimpM^ni wie in h ein- 
gebt , darf man nicht auf die Sjrmmetrie von a in Beang «if ^ 
und «1 surttckgehen, da diese Buchstaben Tersebiedenen Bedingunp 

gen unterworfen siudj man geht vielmehr mit der gewonnenen 

« 

Form 

Q*{%) = J^»(^l(d;)cosm^co8»i^i+2^A»0l(a:)8inM^siAMV'i 

in (A'^sO) ein, nachdem man in derselben mit x, vertauscht ha^. 
Die Bemerkung im §.66 über die Freiheit|. diese Buchstaben zu 
ye|rtM^hen, wird offenbar durch die vorerwthnte verschiedene Be- 
deutung der Bncb8iaif>en x und k^ nicht aufj^ehoben; ah äer eiv 
wähnten Stelle hätte die Rechnung, durch welche die partielle Dlf^- 
ferentialeleichune: fUr / aiif:x<i^^ii)den wurde, ebenso exki mit x. unJ 
ip wie mit x und jfß angestellt werden können. ^ 
Nach dem Einsetzen findet man fUr ^ die DifTerentialgleichung 

welche durch , , ' 

nnt den beiden willkürlichen Gonstanten b und e integriri wird, 
die weder ^ noch x^ entkalten kdnnen, also nnr nnmeriaebe 

WerUie sind: aber e muss 0 sein, indem Q*(z) flir jp, s 1 endKeh 
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hUühtj während ias Uueudliche wächst, ao daas fUr 

die unendliche ileihe 



erhalten wird. Es bleibt nur noch ttbrig, die Constanten b su be- 
stSnunen, die man findet^ wenn man die vorstehende Gleichung mit 

multiplicirt, und daoQ x = oo setzt Dadurch geht 

in daa erste Glied, d. h. in 

1.2.3... II 1 



1.8...(2n4-l) {x^-cosf y^a;;-l}*+* 
Uber, oder nach (^) in 

wenn in der Summe von dem w = 0 entsprechenden Gliede nur 

die Hälfte genommen wird. Die rechte Seite der Gleichung ver- 
wandelt sich dagegen in 

iN=X 



■0 daaa man durch Vergleichung beider Seiten 

• 2m+1' ^ 2n+l 
findet, also endlich die Formel erhält 

(52) . . . (2ii+l)(?- W = J^(ai)(S(«)+2TjP:(a:.)K(x)co9iiiy, 

weleh^ allerdjiigs . xanächat nur für reeUe positive w und sb^ gil^ 
die ao besehafibn sind, dass x^<l, xx^'>l, 

^ §. 74. Dieselbe Formel lässt sich durch eine Methode ab- 
leiten und von Beschränkungen befreien, welche für die Entwioke- 
hmg der P im §. 70 angegeben und als die Methode von Jacob! 
bezeichnet wurde. Dieselbe bedarf nur geringer Modificationen, 
welche vorzugsweise darin bestehen, dass die Gleichung (50) nicht 
mehr.- doroh Zurückgehen auf die erzeugenden Functionen abge-/ 
liilel,- aoadm dwcb. mnt Snbalitatimi WwieiflB- wirdy dmrah 
mm, aeigt; daas. . • .... 



in 



(6)... /^''(«— coBflyp^)"dfl 

•4 

ttbergdit Ist dies naehgewieseO; ao bl^en ^ folgebdeii Betrieb- 
inof^en nngeladert; (b) dessen Werth istP^iz) men kemit, wir^ 

durch die dortige BehuDdelung von (a) in die Laplace'scbe Belke 
entwickelt. 

Die Gleichheit (a) s (6) kann nicht bestehen wenn der Nen- 
ner in (<i) verschwindet^ wäs nnr für rein imAgliUtre » mSglick ist 
Diesen Fall scbliessen wir deshalb ans, denken uns auch sp mit 

positivem reellen Tlieile versehen; war sein reeller Tüeil ne- 
gativ, 80 lässt sich das Kesultat aas dem welches wir gewinnen 
werden sogleich ablesen. 

Man schaffe nnn, um die Gleichheit an beweisen, ans dem 
Kenner von (a) die Gk'dsse in den Ztbler, indem man tj^tp-^-x 
setzt, und für die neue Veränderliche x Grenzen — xp und 27i — \p 
erhtüt; die sich mit 0 und 27i vertauschen lassen. Diese Ver- 

f{n)dti erlaubt, wenn f die 

Eigenschaften hat, welche nttthig sind, um seine Darstellung doreh 
eme trigonometrische Reihe 

f = ib^-\-b^ cosj? + 6, co3 2i?4- etci 
+ sin a, sin 2f^ + etc. 

SU gestatten (§. 10), indem dann / " fiH^kf ^ 2nb^ , oflMHtf 
aber auch 



/ 



0 

wird. Macht man wieder y;^ —y;zss<p, so entsteht dadurch ans (a) 

/ (ar4-co8;^]^*^r* 

welches man auf die Grenaen 0 und is bringt, indem man es in 
Misi Tbeile aariegt, «bhi awiseben 0 nad is «nd eben aweHe» 
von IS Ina du» dar dnreh die SnbatÜBtioii x^^-^Xt ^ 
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waä m Mmlnmit So fiiMlet vm attttt (a) die Smnme swaler Bi* 

tegrale, die durch die Formel 

(a?. + C08 (sp±x) jx] — 1 )* 



0 («+eotjf|'S«^)"+' 



wngedrttckt werden; das eine Ist das Integral mit dem oberen, das 

andere mit dem unteren Zeichen. Hier nehme man die Substitution 
des §. 8 vor, iDdem mau in den dortigen Formeln x statt (p setzt. 
Löst, man dann nach x» ^ ^oi^ geschah naoh i} m£, so 
ist die SübstitntioD 

J7C08I7 — ij;*— 1 

«— cosiyyap*— 1 



sini? 

cosiy}^»*— 1 ' 



ar — CO817 y^x* — 1 ' 
und. unser Integral verwandelt sich durch ditfielhe in 

/TT 
(A —BeoB 7j -f Csin ij)* dn, 
0 

wo 

A « «a^i — cos 9 y«*— 1 — 1 ssa 

B = j;, y j;*— 1 — aj/icj— Icosy 

CsssincpVa?;— 1 
iiird. Man sieh^ dasa A, B, C den durch die Gkichnng 

äusgediückten Zusammenhang haben, oder wenn man für A seinen 
Werth » setzti dass 5*4-0* = 4* — 1 wird, so dass man 

Selsen darf, wo « mnen reeUen oder imaginären Winkel vontellt 
Es nelit noh dadurch (c) in 

nsammen; ea war (a) die Summe der beiden Integrale, walebe- 
ans' dam' mn i teh e a den- etbiU wemm mm afaMwl dae obere, 



V 
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di^in dM untere Zeichen nimmt; dieie Snnmie liest mek in dee eine 

(d) ... y"'(»-co8(i?-o)]/Ä^)"dfl 

zusammenziehen, welches nach §. 42 oder nach demselben Frinzipe» 
welches oben gestattete, ^ aus dem Nenner in den Zähler sm ▼er» 
setsen 

(a — C08I? y'*'— l) "<i»i 

d. h. . liefert. " 

Diesen directen Beweis von der üebereinstinimungf der beiden 

Ausdrücke (a) und (b) hat der Verfasser im Cr eile' sehen Jour- 
nale'^) mitgetheilt. 

Anmerk. Dieselbe Methode bleibt noch auf die Transformation 
eines Integrales (a) in die Form (6) anwendbar, weun die Qrensen 
des ersten beliebig und nicht mehr 0 und Sir sind; sie ist noch 
biaiiclibar wenn auch « eine negative ganze Zahl bedeutet (man 
nehme dann den reellen Theil von positiv an) oder gebrochen 
wird: fttr »s — erhält man dann bekannte Formeln über die 
Beduotion eines elliptischen Integrals. Es kommen hierbei Um- 
stände in Betracht, die, so lange Allee völlig aligemein bleibt, noch 
nicht hinlänglich erforscht sind, und auf welche uutincrkaam ge- 
macht werden soll^ obgleich eine Untersuchung dieser Fälle für 
unsere Zwecke überflüssig ist: 

Zunächst erhielt man oben (a) (d); es ist zweifelhaft ob hier 
diese Gleichung für alle x etc. besteht, indem swar die angewandte 
Substitution immer brauchbar bleibt, aber für die Integration nach 
1} ein imaginärer Weg von 0 bis 2n einzuschlagen ist, der zwar 
für ganze positive n mit dem directen reellen vertauscht werden 
darf, {&r andere n aber nur wenn die Grösse 

» — cos (fj — a) y 1 
in einem gewissen begrenzten Flüchenstücke (man vergl. die ähn- 
liche aber einfachere Betrachtung des §.8) für kein 19 verschwindet* 
Die Gleichung {<t) =s (fr) femer besteht sicher wenn a einen 
reellen Winkel vorstellt; in den anderen Fällen bedarf die Ver- 

•) .B&L: Dfcester Beneia ast akUUu» ewaiig fcssHmmtsi langwlt, t.ilt. 
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l^aidiuDg von (d) mit (6) einer besondmii Beirmefatnng; die vma 

nach Analogie des §. 44 aDstellen kann oder nach dem Hmter, 
welches die imaginäre Substitution bei den Q darbot. Um diese 
AndeutuDgen etwM weiter sn verfolgen betrachte man 

(a) ... y^^'^ii — cos (y 4- H) }V - l)" dtp, 

0 

oder was dasselbe ist 

von ds=H bis 0^2n-\-H auf einer sur Achse des Reellen paral- 
lelen Geraden integrirt Bezeichnet t den reellen positiven Werth 

von t, für welchen 

s — cos {q> + ti) l^s" 1 

verschwinden kann, so sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) Ist Kr, so wird (ß), nach 6 geradlinig von 0 bis 2n 
mtegrirty gleich der Summe der drei auf geraden Linien au nehmen- 
den Integrale, erstens von 0 bis ti, zweitens von H bis 2fK-f-lt, 
welches (s. o.) gleich « wird, und drittens von 2n-^ti bis 27r, wel- 
ches gleich und entgegengesetzt dem ersten ist und sich daher gegen 
dasselbe hebt. £s folgt hieraus, die (a) sich nicht von (Jt) unter- 
scheidet wenn dieses auf reellem Wege von 0 bis 2» genommen wird. 

2) War aber f > r und beseiehnet e einen beliebigen Werth 
der t übertrifft, so ist (ß) von ti hin 2n-\-ti geradlinig integrirt, 
d. b. (a) gleich der Summe der drei geradlinig genommenen In- 
tegrale (ß)f erstens von ti bis ei, zweitens von «t bis 2if-i-i7t| 
drittens von 2n+€i bis 2ii-f It, die sich wieder auf das zweite re- 
ducirt; es bleibt also (a) Air beliebig wachsende t unverSndert. 

* §. 75. Wir gehen nach diesen Vorbereitungen zur Behande- 
lung von über, wo 5 die frühere Bedeutung hat und für kei- 

nen Werth von 9 unendlich werden soll, um eine Entwickelung 
nach Cosinus der Vielfachen von 9 zuzulassen. Diese Bedingung 
kommt darauf hinaus, dass s ffkt kein (p gleich +1 werden darf; 
bleiben x und x^ in ihrer Form nicht weiter beschränkt als sie 
bisher waren, so scheint sich die Bedingung, dass 

« SS — cos^ y^]—! 
nicht gleich ±1 werden darf, nicht wesentlich einfacher darstellen 

Htlne, BnilMieb d. KuffdAuoflMiw. 13 
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JES Immd. Jadevfiüli ist durch sie «ler Fall ftusgeschkMsai dass 0 

und zugleich roin imaginär werden; denn setzt man dffseiy, 
= iy^ so verwandelt sich — «in 

erreicht also fUr ^=11 einen Werth der grösser als 1 ist, fbr 

einen durch 

cos« sss -7 

bestimmten reellen Winkel y aber 0, so dass es einmal durch l 
g^angen ist* 

Wir setzen nun fest: 

1) Der reelle Theil von x und x^ sei der Beqiiemliclikelt de» 
Ausdrucks halber nicht negativ; ist eines rein imaginär so soll es 
« attn, und dies wird dann, wie wir uns ausdrücken, positiv ge- 
nommen* 

2) Es soll 

<iS)<«^) 

sein; war x rein imaginär, so ist diese Bedingung über- 
flüssig. Man weiss aus früheren Untersuchungen oder sieht leicht 
ein, dass beide Moduln nicht unter 1 liegen können, dass höchstens 
der erste 1 sein kann, und nur in dem Falle eines r^ imaginSren 
m wirklich 1 ist. 

Unter diesen Voraussetzungen betrachte man die beiden In- 
tegrale, welche in dem Ausdrucke mit doppeltem Zeichen 

••os| — costw ^x*—iydu 



P (a?.-cos(9±iy)l/^r+' 

enthalten sind; der Logarithmus ist so zu yerstehen, wie ea p.70 
angegeben wurde, d. h. mit positivem reellen Theile zu nehmen: 
nur wenn x rein imaginär war verschwindet sein reeller Theil. Es 
soll nicht untersucht werden, ob (a) verschiedene Werthe annimmt, 
wenn nach u auf veradiiedenen Wegen integrirt wird; der Weg 
ist hier gemeint, Uber welchen im §. 26 aun&chst au integriren 
war, als u von der reellen Grösse t durch die dort angegebenen, 
unten wiederholten Gleichungen abhängig gemjacht wurde. (Dort 
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konnte man später den Weg mit anderen vertauschen.) Dieser 
Weg war ao beschaffen, dass, u = p-\-qi gesetzt^ p von 0 fort- 
w&hrend zanabni w&brend u von der unteren zur oberen Grenze 
ibrtschritt, im besonderen Falle ftlr em rein imaginSres x, welchen 
wir im Augenblick Ubergehen, oonslant 0 blieb. Es ist klar, dass 
(o) einen bestimmten endlichen Werth erhält: der Nenner 
kann nämlicii nach §.44 nur fUr ein solcheB u verschwinden, für 
welches 

,„(e-) = Jf(l^) oder ^ m(^) 

«wird. Letzteres tritt nicht ein, weil x^ nioht rein imaginär ist, 

also j|f(]/|i^) kleiner als 1 wird, während ir(e") s grösser, 

wenigstens, nämlich für p = 0 gleich 1 sein mnss. Ersterea kann 
ebenso wenig eintreten; setzt man nämlieh 



SO ergiebt sich 

■ 

und da p nur bia a wächst^ so kann M(e") nie überschreiten, 

also nach der Feststellung ad 2 nie Üf^^ ^*^^^ erreichen. 

War X rein imaginär also tu reell, hu könnte der Nenner in (a) 
nur verschwinden, wenn ' ~ reell nnd kleiner als 1 ist, was 

Dur für ein rein imi^nSrea also hier auBgesohlossenes x^ mö^ieh 
sein würde. 

Es wird nun die lialbe Summe der beiden in (a) ent- 
haltenen Integrale, die s heisse, auf doppelte Art be- 
bandelt: zuerst entwickelt man $ in eine Reihe, die mit dem 
(Sn+l)*«" Theile der rechten Seite Yon (62) übereinstinmit; zwei- 
tens transformirt man das Integ^l durch EinfÜhmng einer neuen 
Variabelen / für m in ein anderes, das im wesentlichen Q^iz) ist. 

Um da» Erste auazuführen, benutat man die Formel des §.45, 
nach welcher * 

18» 
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+22? lC(^j)(c08fn^C08iiitu+ sinnt^^ammtii)^ 

eine bei den angegebenen Gkensen von u immer convergente Beibe 

wird, so dass dieselbe Summe der beiden in dieser Gleichung ent- 
haltenen Ausdrücke sicli auf die Cosinusreihe allein reducirt« Nimmt 
man endlich noch die Gleichung (45) zu Hülfe, aus der man filr 

I) 

den Werth ' ^^n^i) ^* zieht, so ergiebt sich für die halbe 
Summe s der in (a) cntlialtciieu Integrale die Beihe (52); genauer 
(6) ... (2«-fl)5s=P,';(j;J(?5(a5)+2'T/C(ar,)0:(a:)co8iii9. 



Um den zweiten Schritt zu tbun mache man die oben er- 
wähnte Substitution des zweiten Falles im §. 25, d. b. man setze 

in (o) 

, xcost'f — 1 
cosi« = . , 

a;+cosf( y»*— 1 

. . sintl 

sin tu = ■ etc. 

«*f costi y«*— 1 

wodurch es sich in 

dt 



r 



(iH-Bco8i«±C8ini<)"+* 



0 

▼erwandelt, wenn zur Abkürzung 

A = aa?j — cosy )/a;*— l^arj — 1 = », 

C = sing? ^x] — 1 
gemacht wird; daher geht $ aelbst in ^ . 



dt 



über. Zwischen Ä, B, C besteht off^bar die Gleichung 
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so dasa miui setzen dart {A = i ist nach der V^orraussetzung nicht 

, • 

C= ] 5* — iBina, 

es rnag a einen reellen oder imapiniiren Winkel bezeichnen; die 
Quadratwurzel wird wie überall mit dem Zeichen von s genommen. 
Et verwandelt sich also $ in 

Dies Integral ist im §.42 vollständig untersucht worden; sein Werth 
hingt wie man dort sieht, von dem reellen Theile von « ah, oder 
T(m ft wenn man 

setst; und fl in dem gehörigen Quadranten nimmt. Bestimmt man 
den dort ip^ genannten kritischen Winkel nach den ebendaselbst 
für specielle Fälle ad 1 — 3, tur den allgemeinen ad 4, gegebenen 
Regeln, eo wird das Integral unendlich, wenn ß genau ist; 
liegt fi swbcken -^y/^ und iff^, so wird es 

* - 2(?'(»), 



— » 



(s-fcosi<)V-l)"+* 
liegt es endlich zwischen t/f^ und 2ii — i^, , so verwandelt es sich in 



dl 



^/ (s ~ COS i/yV 

oder 2(?''(«)-f2s«i^(a), wenigstens ftir ein, in unserer Aiisdrucks- 
weise, positives «. Es wird Überflüssig sein, die Werthe der In- 
tegrale durch P und Q ausgedrückt auch flkr negative s hier auf- 
zuführen, da sie sich durch die einfachsten Kcchnungcn, wie Multipli- 
cation mit (—1)""*"' ergeben. Der Fall dass ß genau % wird kann 
hier nidit eintreten da 

il+Bco8t<+Csintl 
nicht verschwindet, wie man einsieht wenn man bedenkt dass die* 

ser Nenner durch Miiltiplication der beiden nicht verschwindenden 

Gri^ssen 

«j— co8(y±t») l/Sj^; ap+cosö y»*— 1, 

mit einander entstand. Unscire üntersachnng über den Werth der 
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Bohe (b) ^iebt also das Beanltat da« fdr pomtive s je nachdeiB 

der eine oder der underc der oben erwälmten Fülle in liczii!^ auf 
eintritty 9 gleich dem ersten oder dem zweiten der Werthe 

wird. So lange x und aUgemein bleibeni war ea nbht möglidii 
das Criterram, ob der eine oder andere Werth für s p^esetat wer> 

den muss, wie sich Jilso fi zu t//^ verhält, einfacher als es oben ge- 
schah auszudrücken; in den folgenden wiciitigcren besonderen Fällen 
kann diese Unteraochung auf die dort anzugebenden Arten noch wei- 
ter geführt werden. 

1) Wir behandeln znnftchBt den Fall des §. 73, in welchem 
sich also die Gleichung (52) als Resnltat ergeben muss. Es sei 
wie dort X und x^ reell und positiv, ferner ^1, xx^ '> 1; dann 
wird 2 nie +1, und auch die zweite Bedingung dicKos Paragraphen, 
welche -sich auf die Moduln besieht, ist erfüllt. Setat man nttm- 
lidi sß^ SB co8^^ so soll nach derselben (p. 194) 

oder a?co8^>l werden. Die Grösse A = z liat nun die Form 
pZfqiy wenn p, q positive Worthe bezeichnen, und das Zeichen + 
mit dem von cosq? der Art übereinstimmt, daas ^cosg» positiv ist. 

Auch B hat die Form rfsi] — 1 die Form p^qi, also ..JL^ 

B' 

die Form p+gi. Hieraus folgt für cosa oder-T= 

cosa»(r+#t)(p±^t), 
es hat also cosa den reellen Theil pr-{-q8, welcher daher posttir 

ist, und wenn man a in ß + yi auflöst, so wird 

coüß cosyi = pr-\-qs 
4. h. cos/} positiv. Folglich bleibt ß unter und $ wird genau 

(Tili). 

2) Ist X rein imaginür, x^ <.\ und reell, so braucht die Be> 
dingung über die Moduln p. 1*j4 nicht ausdrücklich untersucht zu 
werden. Es ist 2 von der Form p-\-qi, p und q mögen positive 
oder negative Grössen sein, B hat die Form r+«t, wenn p und r, 
ebenso f und « gleiche Zeichen haben; die Form von ^a'— 1 
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ist p-^-qi, von ^ ^ gleich p — qi» Hieraus iblgi coso gleich 

B 

-==-v=(''+«»)(P— «Ol . 

80 daw der reelle Theil pr + qs von oosa positiv iat. Man schliesst 
weiter wie im vorigen Falle, daas $ genau wird. 

3) Es sei wiederum x und x^ reell positiv, aber dc, > 1, und 

wegen der Bedingung ad 2 (Uber gewisse Moduln) x^x^. Die 

Grösse 

» = a^, — oosijp } yx] — l 

erreicht dann ihren kleiuHlen Wertli für (f= 0, der aber nocli 

positiv und > 1 ist; x»i — }V— ly^xj— i nach « differentiirt giebt 

nämlich den Zähler 

x^ y«»— 1— «ya?J— 1 

der positiv wird, da er in 

x.yx^-^i+xyx]^! , 

umgetbrmt werden kann , und x > x^ angcnoinnion wurde. Es 
wächst also die differentiirte Grösse mit x und wird am kleinsten 
hei X SS x^ , (Olt welchen Fall sie sich in 1 verwandelt. 

In diesem Falle, wo « reell und > 1, ist der kritische Winkel 
wie man aus §. 42 ad 1 weiss, = fs (Was hier a genannt ist, 
hcisst dort x). Es müsstCj wenn pjenau n wäre, sincrss^ — sin^ 
also imaginär oder zugleich mit y Null sein; C\*i jedoch reell und 
nur filr sin^ s 0 selbst Null. Sollte daher ^ = » werden; so hätte 
man a » n, und ^ s 0 oder = n, das heisst es mttssten die Glei- 
chungen 

«»i ± y«'— 1 y«'— 1 = a 

x^ iV— l+:xya?J— 1 = — 
stattfinden. Bei unterem Zeichen ist dieses offenbar unmöglich; 
dass es bei oberem gleichfalls nicht stattfinden kann, zeigt die 
Transformation von x^ yx* — 1 —x yxj— 1 in die positive Grösse 

a?, y x*—l -f- a; y^r J — 1 
£s bleibt also ß unter und auch in diesem Falle wird 

»»(TW- 
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4) Man untersuche den Werth des Integrals, wenn x rein 

imaginär =ty und x^ reell und gesetzt wird; x, und y sollen 
positiv sein. Dann wird 

» « «(jl», - cos 9» f^«;-i) 

y»' — Icosa - t(a;, 1^ + 1 — cos «jpy V«;— l) 
— 1 sin« = m\<p ^j;^ — l 
und nach §.42, ad 2, da s rein imaginär ist, liegt ^« zwischen \n 
und ff. Hier kann » fUr gewisse zuerst 0 und dann negativ 
werden. Betrachten wir 

a) a 80 lance ef? positiv bleibt. Der Factor von t in der 
zweiten Gleichung ist selbst für 9) = 0 positiv» da or dann 

wird; also mues cosa etwas positiv reelles, sin er aber etwas imagi- 
näres vorstellen. Führt man, wie Seite 197, ß und für a ein, so 
folgt daraus dass 2 also auch \z* — 1 positiv imaginär ist, dass 
coB^coB/i positiv^ tin/^sb j^' Null, txnßQOhyi Null wird| also sin/^sO; 
008/9 positiv, endlich ßsssO, Das Integral reducirt sich also auf 
(>-(*). 

h) Es moppen nun die Fälle untersucht werden,, in welchen (p 
die Grosse z- ne^^ativ machtj man setze 5= — m. Naeh den Fest- 
setzungen ist dann |/»' — 1« — j/it' — 1, wo f'«'— 1 positiv imagi- 
när wird; folglich hat man ein a mit negativ reellem Cosinus und 
rein imaginärem Sinus zu bezeichnen : dieses liat einen reellen Theil 
ß^n. Unser s ist demnach zunächst ' 



dann 



oder 



, {-ly^'dt ^ 

(i»+cos(il-iy-«)|/S^)*+'' 

(-l)*-*-' p dt 

2 y (ii-costtvSf=I)"^*' 



Durch Einführung von a für n folgt daraus: Es ist 

Faast man das unter (a) und (6) Gesagte zosammen, lo tritt 
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hier der B^'all zum ersten Male auf, dasK s nicht überall durch Q"{z) 
dargestellt wird, sondern nur für positive »; für negative durch 
0'(s)— tiiP*(s). J^es giebt beim Uebergange, also fUr ssO kei- 
nen Sprung, Bondern im Gegentheil würde ein solcher stattfinden, 
wenn s überall 0*{^) wäre; um die« zu zeigen erwäge man, dass 
nach p. 60 für Q"{o) bei geradem w zwei W erthe gefunden werden: 
heisBt deijenige, welcher die Grenzen von Q (») fttr positiv tmaginftre 
s bildet ff'iai), so ist 

Also nur für ungerade ti, \\\v welche auch P"(o} verschwindet, giebt 
öli^i) denselben Werth, so dass tur diesen Fall kein Sprung 
▼on 0{oi) SU Q{^ai)'—inP(o) vorbanden ist Fttr gerade n da- 
gegen findet man (s. ebendaselbst) 



welches nach §.9 gleich -^P "{o) ist, so dass 



Hin) 



also endlich Q{^oi) — inP genau gleich Qifli) wird, und auch hier 
kein Sprang stattfindet 

5) Zuletzt seien x nnd beide positiv und <Cl; man setze 
dann a? = cosö, jr, =co8<?, und nehme wegen der Bedingung, welche 

die Moduln betriÜ't 0 absolut grösser als 0^ , beide aber <; ~, 

80 dass nie 

s s COS0 cos(^j + wckd sindj cos (p 
gleich 1 werden kann. Zur grösseren Bequemlichkeit denken wir 
uns 6 und beide positiv, wodurch nichts wesentliches geändert 
wird, indem die willkürliche (Grösse von (p diese Festsetzung un- 
beschadet der Allgemeinheit gestattet Es wird nun der Fall dass 
s positiv ist von dem eines negativen z nnterschieden; im erston 
denke man sich »ascosT", im zweiten s — cos;", und y zwischen 

d und +'^* kritische Winkel y/, erhält nach p. III genau 

den Werth ~ 
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a) Wsr » B cos;', so wird 

sin y Cosa = sind cos — cosösint^^cosi/; 
' sin y sin a = sin ö, sin 9); 

w«il d>Ot, also sin^ > ain^, , ooa^i > cos^, irt ferner umyemm 
positiT und mcher nicht 0. Es kann folglich a nicht 

sondern stellt einen Winkel mit positivem Cosinus, also einen solchen 
vor, welcher »wischen *u>d <^ liegt, «o dass s genau 

wird. 

h) Im Falle « = — .cos;^ setze man 

— sin 7' Cosa » sin^cosöj — cos^sin&|C08^ 
— sin;' sin o — sin^, sin^, 

TT 'Sf^ 

WO nun a zwischen ~ und — liegt. £s verwandelt sich dann 1 in 

2 2 



(- 



dt 



2 (cos;' — tsinycost^)*'*"* ' 

d. b. wieder in indem nach den FeatsetsnngeD -dea §• 23, 

wenn s s cos« und 0 < « < fs, immer Q*{%) durch 

dt 



«5 ■ (cosa-fisinacosii) 
erklärt wird. 

Die Entwickeiung von ()'*(z) nach Cosinus der Vielfachen von 
wurde im 42*^*" Bande des Grelle'scben Journals bereits ange- 
deutet, ist aber hier zum ersten Male volbtfindig roitgetfaeilt. 



Drittes Hnpltel. 

Einführung und Eigenschaften der Lamd'scheu Functionen. 

§. 7(5. Die Gegenstände, welche in diesem Kapitel behandelt 
werden, sind zum grössten Theile in dcu Arbeiten von La nid 
entUalteit, und zwar sind vorzugsweise zwei Meisterwerke benutzt, 
TOP denen sich das erste im sweiten Bande *) des Liouville'eohen 
Journals, (nach der dortigen Angabe dem Bande der Savana 



*) Mdmoire snr les «ufiMses isothennei dans les coips solides luNBOgtees oi 
^uilibcB de tamptetitrey p. 147— 18S. 
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^trangers entnommen), das zweite im 4"*" Bande *) desselben 
Journals findet. Es sind übrigens in den ersten vier Bänden des 
liiouville'seben und im 23*''" Cabier des Pariser Foljtecbnbcheii 
Jourkiab nach mehrere andere Arbeiten desselben Veriassers ttber 
diesen Gej^enstand enthalten, so wie auch eine spätere Bearbeitung 
von Lamd in zwei eigenen Werken **) existirtt Ausserdem kann 
man im ö'**" und den folgenden Bänden des L touville' sehen Joar- 
nals Abhandinngen yon Lam^ vergleiehen, die auf die hier au 
behandelnden Fnnetionen Besng haben. 

Man erfuhr bereits in der £inleituug| dass die Kugelfunctionen 
mit Auflösungen der Gleichung 

in Beziehung stehen, oder, wie man sich kürzer ausdrückt, mit der 
Auflösung von K =: 0, indem man ziemlich allgemein einen sol- 
chen Ausdruck 

setst. Dieselbe GrOsse J*V kommt in den Untersuchungen Uber 
die WSrme vor, und drttckt bei den in der raathematischen Theorie 

üblielien Annahmen, bis auf einen constanten Factor die Wärme- 
menge aus welche das Klenieiit x, y, z eines Körpers in einer sehr 
kleinen Zeit erhält, dividirt durch die Masse des Elements und die 
sehr kleine Zeit, wenn V die Temperatur des Punktes beseichnet. 
Das Nähere hierttber findet man in Fourier'sf) oder Poisson's ff) ' 
Wännctheorie. Hat man einen lioniogenen Körper, dessen Begren- 
zungen in irgend welchen ^ aber von der Zeit unabliängigen Tem- 
peraturen erhalten werden, so muss in diesem endlich ein von der 
Zeit unabhängiger Zustand eintreten, bei welchem die Temperatur 
eines jeden Punktes sich also nicht mehr ändert, oder da die Wärme- 

*) Sur Vt^qniUlMre des tompttrstores dans an ellipsoüde k trois axes inägauz, 

p. 126 — 1G3. 

**) Lc(;on8 »ur les fonctioiis inverscs dts tiaiiscentlaiites et Ie.s surfaccs iso- 
thermes. Paris, 1857. l'nd: Let^ons aur les ooordüunees curviligncs et leurs di- 
verses application». Paris, 185.>. 

t) Theorie »nalytique de la ohaleur. Paria, 1822. 

ff) ThM» msthrfmatigne d« .la cbalenn Paria, 1885*. 
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bewegung nicht sufhSrt, bei welebem jeder Pnnkt so Tiel WXrm« 

abgiebt wie er empfäncrt: seine Wärineziinahme oder //'K ist dem- 
nach 0. Der Wärmezustand eines solchen Körpers wird daher be- 
stimmt , indem man J^Y^O so integrirt, dase V sieh für die 
Grensflttohen in die gegebenen Fnnctionen Terwandelt, welebe di« 
Temperaturen an den GrenzÜttchen ausdrucken. 

Wir bcächriinken uns jetzt auf einen homogenen, von zwei 
geschlossenen Flächen begrenzten Körper, wie eine Kugel oder ein 
EUipsoid aus dem ein Stück des Inneren herausgeschnitten ist, und 
denken uns die ttussere Flftche in einer constanten Temperatur e 
oder 1, die innere in der Temperatur 0 erhalten. Es ist kUur^ dasa 
die Temperatur der einzelnen Punkte im Innern zwischen 0 und 1 
liegen wird; und dass alle Punkte von derselben Temperatur als 
geometrische Orte gewisse Oberflächen haben werden. Diese nennt 
ihan die Isothermen; hat man eine hohle Kugel, die aas der ToUea 
durch einen concentrischen Schnitt entstanden ist» und die an der 
äusseren und inneren Fläche in den Temperaturen 1 und 0 erhalten 
wird, 80 sind die Isothermen offenbar Flächen von Kugeln^ welche 
der ersten concentriscb sind. 

Lam^ stellte sich die Frage: sind die Körper durch awei 
Flächen aweiten Grades mit gl^chem Mittelpunkte und gleich ge- 
richteten Achsen begrenat, haben also ihre Gleichungen die Form 

mx*-\-n\/-\-pz^ = 1, 
wie müssen m, «, p von einem Parameter A abhängen, damit die 
Isothermen durch Gleichungen derselben Form ausgedrückt wer- 
den, in denen nur X andere Werthe annimmt? Es zeigt sich dasa 
drei Systeme solcher Flächen existiren, ein EUipsoid, ein Hyper- 
boloid mit einem Mantel und eines mit zwei Mänteln; man findet 
also drei Gleichungen^ iu denen b und c reelle Constanten vorstel- 
len, und h<,c ist: 

fLA.^ ! =1 

X* . 
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Um Bed«iilnig iHeier Glttohmigen so erlttatern, denke maa 
doli ^ Ton bis waehseoi wo (f^^e ist; erb&It man foraer 
^ EIlifMOide mit den halben gössen Achsen nnd ^, ; welche 

oft'enbar confocai siud, in den Teniperiituren 0 und 1 , so ist die 
ObeiiBiäche eines jeden, welches mau für ein zwischen und ^)^ 
Uflgendei f erhält, eine iiotberme Fllksbe. Ebenso verhält es sich 
nüt den beiden anderen Fliehen, wenn mir 

r>/i>6 

genommen wird. Die merkwürdigen Eigenschaften der drei so ent- 
stehenden Gmppen von Flächen, die sich übrigens unter rechten 
Winkeln sehneidea, sind vielfach nntersncht worden; Lam^ be- 
nntit sie bei den Wärmeanfgaben ftlr £IIii)s()ide snr Einführung 

neuer Coordinaten statt der rechtwinkligen x, y, s, indem er diese 
durch die Achsen Qf fiy v der drei Fläciien ausdrückt^ welche sich 
im Punkte x, y, z schneiden, also für x, y, % die einfachen Ausdrucke 
setity die man (s. u.) durch Auflösung der drei Flächengleichungen 
nach diesen Grössen erhält. 

Durch die üblichen Polarcoordinatcn fUr das EUipsoid g, 0, yj 
werden die rechtwinkligen x, y, i bekanntlich in folgender Art 
ausgedrückt: 

(«as^COS^ 
,-l^'sin<?cos^ o\ 

man findet die Lam^ sehen Ausdrücke, wie sie sich durch Aufiüsung 
der drei Flächengleichungen ergeben^ wenn man in (53) setat: 

cos 0 = -T— 
oc 



(53ya) ... 



sm Cr cos fff « — — — 

(c>6>v) 

Bind üiurp SS i !— i 



Alle Z^ebeneombinationen erhält man, wenn alle positiven 

Werthe von b bis c und zurück durcliliiuft^ während y^t*— 6" po- 
sitiv bleibt und ^c*— ^* von der positiven fc*^* durchs Negative 
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pcmtilrairiieh bh — yo'—A* snrOcklftttft. UnterdeMeB gebt y to» 
— fr BU 6 wftbrend V'fc»— und V«»— v* positiv iiind; dann ändert 

y^ft*— «ein Zeiclien während v von 6 zu — 6 zurückkehrt. 
Die eingeführten Goordinateu heissen die elliptischen Coor- 
dinaten. 

§. 77. Nachdem aof den Gedanken hingewieaen wurde veiolier der 
EinfÜhning neuer Coordinaten sn Grande lag, gehen wir aaf vyif 

thetische Art «n Werke, und verbinden 6 und tp mit zwei Buch- 
staben fi und V durch die Gleicliungcn (53, a). Diese Substitution 
ist gestattet, da die Summe der Quadrate der rechten Seiten tob 
(5d, a) wie die der linken 1 giebt; aind 0 und %ff reell gegeben lo 
findet man ein bestimmtes /m und y wenn man diejenigen Fes^ 
setaungen über die Zeiclien macht welche man am Schlüsse des 
vorigen Paragraphen findet, so dass also Winkehi 0 und t//, welche 
zwisclicn 0 und liegen, positive Werthe von ju, v und sämm^ 
liehen Wuraelgrdasen entsprechen. Umgekehrt entsprechen gege- 
benen Werthen ven fi> und v in den Grensen b und c resp. 0 und 
b, reelle 0 und fp. ' 

Es scheint zweckmässig, an dieser Stelle einige im Folgenden 
häutiger wiederkehrende Formeln und Festsetaungen susammen au 
stellen. 

a) Grössen die von f», und v^ abbftngen wie 0 und ^ von f/t 
und V» beissen ^, und % . 

b) Man bezeichnet clureli e und ^ folgende elliptische Inte- 
graloy deren obere Grenzen ft, und v positiv reell sind: . 

füi- (U = c resp. V = b werden ( und die dann nur b und c ent- 
halten, ü) und G} genannt 

c) Die Functionen PJI(co8(?)co8»ii//, P^(cosÖ)Bin die mit 
und 51 bezeichnet wurden, sind (p. 181) ganse Functionen von 

cos^, sin^cos^, sini^sini^, lassen sich also mit Hülfe von (53, a) 
in ganze Functionen von ßv, ]^ (x^—b* }^b*^v^, -^c^^fi^^c^^v* trans- 
formiren. Diese so transtormirten Functionen, welche vermittelst 
(53, o) identisch mit den ursprünglichen sind> heiasen noch immer 
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C und S, und es werden ihnen die £iir Deutlichkeit erforderlichen 
laiUeee oder Aignmente beigefügt^ ao dus s.B. C{fi,v] die Fimo- 
iMo iet, welche aaoli der nrsprünglicheo Bezdobnuiig in C{d,%fy 
«bergeht, wenn men Air pi nnd v die GrOesen d und ^ einführt 
Dieselben Functionen von ^^ und t^, oder /x, und kann man 
sar Abkürzung, wenn das Verständniss durch Fortlassen des che- 
rin Index si sieht erschwert wird, emfach durch C und S* entr 
drucken; man liest dann die Argumente fort Die Formen wdoha 
C nnd 8 nach diesen Sabstitntionen aonefamen, findet man im fol* 
genden Paragraphen weiter erörtert. 

d) Die partielle Differentialgleichung, welcher P« genügt, von 
der particuläre Lösungen auch durch die C" und ausgedi*ttokt 
wurden, aimlich (48) nimmt durch Einftkhrung der neuen Goor^ 
dinaten die Form an 

§. 78. Hit Hülfe des §. 71 ist e» möglich, C und auf 
doppelte Art durcli pt, und v auszudrücken, nämlich zuerst als 
endliche Reihe, dann als Integral. Da 0 einen Winkel mit poni- 
tivem Sinns vorstellt, so wird als erster Ausdruck von C und 8 
erhalten, wenn man die Formeln dadurch in eine snsammensieh^ 
dasa man die Gleichung fllr €U+<^ und C^^iS^ giebt: 

(55) ... C[fi,yJ±i5:[^,»'J = 

ist hier dieselbe Function, welche früher durch dies Zeichen 
ausgedrückt wurde, n&mlich 

Md^j-VW j^^r=T) — Kü) 

Der Werth von C und der von 8, mit einer willkürlichen Gröase er 
80 zusammengesetzt wie es §.71 geschah; wird zweitens 

(55, a) . . . , — ^^^^"^ iCl I/*, vlcosaw+Siru, vi sinmo)' 

=/ l rr+t— V — — w"'' ) cos«(fl-a)dfl. 



• 
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Man mag die Fonnel (55) oder {&b,a) bemitMo, so kt klar, 
dais die C und ebenso die 8 in Yier Klassen aerfallen. 
Die C aunäehst werden ganze Functionen von fi und y für ein 
gerades m, aber gleich ^/a* — 6* — v* mal einer ganzen Function 
von fi und v wenn in ungerade ist. Berücksichtigt man, dass % nur 
solche Potenzen von fi und v enthält welche fi--M gleichartig sind^ und 
iau dieser Ausdruck um C au geben nur mit geraden oder nur mit 
ungeraden Poten aen von y^»— d^Ä*— i'*, nur mit geraden von 
yc*—f**]^b* — v^ zu multipliciren ist, so erhält man folgende ver- 
Bcliiedene Formen von C, wenn G(p) eine ganze Function von fi 
und V vorstellt, in der alle Exponenten von und y mit p gleich- 
artig sind, nämlich: 

In jeder von diesen sind zwei Gattungen zu unterscheiden^ Je nach* 
dem n gerade oder ungerade ist In ähnlicher Art hat man ao- 
nächst SH^O, allgemein 

«Üm-i « yc* ^v* ''C*Q{n — 2m— 1). 
Gehen wir au besonderen Werthen von C und S Uber, 

und setzen zuerst fi = b, ferner auch y'fi' — c*, ^v^ — c*, ^v*—b* 
ftlr i^c'-ft*, %{^^, und t|/6^^, so wird für i» «6 

vergleicht mau hiermit die obigen Formen, und bemerkt dass nun 
^«+1 = £^2* SB 0 wird, ^ findet man 

Für f( =s c wird 

C±i8 = 

daher 

Unter den bisher aufgeführten besonderen Werthen war kei- 
ner befindlich, auf den sich iSa«» reducirt, und der von 0 verschie- 



I 
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dM wir»; iMgM der^ tpitoiiBii Animuliiiige« «IUiwmIm 

^ fUr s 6, weichet , wie man ftns der Aufstellimg der 

Formen fUr die C und <S erdieht, endlich Beio muss. Stellt f Jene 
sweitkeiligfl^ in (Ö5) snr «i**" Poteni su erhebende Grötse bei obereni| 
f, bei unterem Zeichen vor, to wird für ^ » 6 

Dtei Werth Ton 1 «nf der rechten Seite findet man flwckr]^. 
fa ne p t S r e n nach (i, fVa ein geradei m '*r .>'((■ t i^ « 

fty'c'—d* N <? / ' il f 

10 data für ^ s= 6 «u aetaen ist ^ ' 



natürlich mit Ausnahme des Falles m » 0, i^r welchen auf der 
rechten wie auf der linken Seite 0 erhalten wird. 

Maoht man in den Anadrtteken für C nnd S die Gröaae p 
g ieie h unendtichy lo erhält man indere ein^aehe Wertbe enf welohe 
•ob dieae redodreii* Nach Dimion Ton (55) dnrdi entüdit 
ftlr V = oo 

(Cf±iS)»-" - (^"(co««jr±iain«af), 

wenn man wie oben y»'— 6* und ^v*—c* gleich i^y—v* uxj^^^ 
aeta^ nnd für einei^ Httl^wi^el ^^^n^ 4i«|{F||{ij^ 

einfuhrt. Man hat alao die beiden Gleichungen fiXr v=s oo 

^ **-^6*epa*l+oW;r' J"^ * >-|^^'eoa«;r:Hfi*n&*X ' 

eoaJi!jfHhfnn«i;if 

iyb* OOS* x+^^^T 
Anm^rk. Zur Darstellung Ton C und S durch das Integral 
(GjS^a) wnxde die Formel Hür P benntat, welebe die fi** Potenc im 
ZibIjBv «#111} ea wbrd.nsr der ^madang und niebi einee weit»* 
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m BewaiMi MUrfen, da» «in llnlidier AuidMok tieb 

Vertauschung von n im Exponenten mit —(«+1) ergeben hätte. 

§. 79. Im §.71 wurde heryorgehoben, dau die allgememstte 
Form eines Integrals der partiellen Differentialgleielrang (48), 
welches eine ganae Function von cw0, etc. ist, durch den Anadmci 

(•)... T(c«CS+iLS:), 

welcher also 2fi+l willkürliche Constanten c und k enthält , dar- 
geatelli sei; es wird daher die allgemeinste Form eines Istegcab 

▼on (54), welches eine ganae Fanotion der drei Producta 

\lk*—b* ^b* — v\ }/c«^7**l^c' — »'* sein soll, gleichfalls durch (a) 
gegeben. Der Kern der Lam^' sehen Untersuchungen liegt nun 
darin, dass er zeigt, es lasse sich (54) aoeh duroh (te-i-l) Frodiicte 
Yon der Form £(^)£(y) integriren, d. h. durch Produete Ton zwei 
Functionen, von denen die eine nur ^, die andere nur v enthält, 
und zwar hängt die eine E{fi) auf dieselbe Art von wie die 
andere E{v) von v ab; die Funotion E(j») ist ganz in Btaqg md 
ft^ ipk^^h*^ yfi*-T.o% wodurch die ihnKche Eigensehaft ▼ob E{v) 
in Bezug auf v, etc. von seibat mitgetheilt ist. Wir bezeichnen 
die Ausdrücke fJ uls Lame'sohe Functionen. Multiplicirt man 
jedes dieser Produete mit einer willkürlichen Constanten und ad- 
dirt, so hat man eine ganae Function von y^*^d*, }/e*—pL\ 
V, ih*—v*, yc'— V*, mit 2w-fl Constanten, die gleichbedeutend 
mit der ursprünglichen Lösung sein wird. 

Man hat also nachzuweisen, dass solche Produete in der ex^' 
forderlichen Anzahl extstiren, ausserdem aber: 

o) Dass die Produete E{fi)E{y) sämmliieh verschiedene Lö- 
sungen geben, d. h. solche, zwischen denen keine lineare Bezie-' 
hung der Art besteht, das3 die Summe der Glieder aE{fi)E(v), 
(wo die • irgend . welche Constante bezeichnen, die nicht alle 0 
sind, und wenn fiber alle E sumtthrt wird) nicht identisch ver* 
schwinden kann. Dies ist erforderlich, damit man wirklich eine 
Function mit 2n-f 1 willkürlichen Constanten zusammensetzen kann. 

ß) Dass die allgememate Form einer Fmction, welche der Di^' 
ferential^ehm^ (d4) gortlgt^ imd gaaz In Ben|;«ii£die^ret ff^' 
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dvete /iv, etc. ist, mit der allgeineiDsten Form einer aolchen über* 
ftinfttiwmt welche der Ditferentialgleicbung genUgt, und ganz in 
B«ng-.Mif itia tecb» Gritam ft, in, ^j^VP» etc. ist (Kesei Itot. 
lioli Mbon an der gegtnwirUgeii Stelle sdgeo; geht man nSsnlidi 
«f (4B) tnrttcky bo enMh das allgemeinste Integral; weichet eine 
endliche Function darstellt ausser den mit C und S bezeichneten 
Ghröiaeu noch lineare Verbindungen 

MSS» 

• £ (c«C08«l1^-f Äm8in>»T/f)Pm(C08Ö) 

und ähnliche, in denen Q statt P auftritt. Sollen diese, in fc und v 
nmgesetst, bei gehöriger Wahl der e und k, ganse Ttmctionen 
▼on den sechs Grössen ju, v, etc. liefern, so mtlssen sie auch flU" 
einen besondern Werth von ^, z. B. = c, ganze Functionen von 
», y*b*— y', ]/c'— y* werden. Dieser besondere Werth entspricht 
aber (p.d05) den Ausdrücken cosd e ^ = 0, so dam 

.^«-'^(y)+|*-«(T)' 

bei gehörig gewählten c und ic, gans nach v, ^6*— »*, y c"— -y* 
wäre. Nun wird aber jede lineare Gombination der o(^) 
9^ b unendlich, da Qm(x) für aps 1 in^s Unendliche wächst, und 

m 

swar Oo et^Ä wie ein Logarithmus, Om wie (a^— 1) ^, was man 

sogleich aus den Reihen erkennt. Da die Qm auf verschie- 
dene Art in's Unendliche wachsen, und die P rüra;=l verschwin- 
den, ao müssen alle k Null smn. Aber auch die P deren unterer 
Index m grosser als der obere n ist müssen itiilen, da wennm>>«i, 
die P für ein gewisses Argument, und zwar gletcbfalls' wie rer- 
Bchiedene Potenzen derselben Wurzelgrösse (cf. p. 126 die Be- 
merkung zu Gleichung (36,5)) unendlich werden. £s kann daher 
eine ganse Function der sechs GMuen y, ete., die unserer Dif- 
ftrentialglMebniig genügt, nur linear ans den ganson Fnnetionen C 
und S der drei Producte fiv, etc. zusammengesetzt sein. 

Die länführuQg der oben erwähnten Producte E(ji)E{v) ver- 
dankt man Lam^; die andere Form der Lösung unserer DiiTe-^ 
rentialgleiohung (64) yermittelst der (Sii+l) durch (&b) oder (55, ä). 

gegeboMB FnoatioiMD C nnd 8 bat Aet VmL ancnt mitge- 

• 14» 
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tbeilt*) mid'iBtlHtilft ^«nelbeii die Aufgabe sin def mrCfinetteoTie. 

welche Lam^ im vierten Bande des Liou ville'schen Journal» 
löste, aufs neae behandelt Der Verf. zeigte am obigen Orte ohne 
Bmratznng der tnuitfoimirten DiffBrentialgleiehiiBg (64), auf die 
hier angegebene Art, dasa das Integral (55, a) eoie partienlift 
Lösung dieser Differentialgleichung sein müsse. Jacobi **) hat 
später mit Hülfe der Additionsformel für die elliptischen Fnnctio- 
aen durch directes £insetieB des Ausdrucks (55,a) in dieGleicbong die 
genannte Eigenschaft des Integrals einfach verifieirt, wihrend der 
Verf. die nacbtrSgHcbe Verificaüon nur dnrcb eine Snsserst lfts%e 
und daher zur Veröffentlichung nicht geeignete Eechuung auszu- 
führen im Stande war. 

In den nScbst folgenden Paragraphen werden snnftcbst di« er-' 
wXbnte Functionen E antesnchen, femer Hülfs mittel, um den 
Punkt (a) zu erledigen, anzugeben sein, und endlich wird auch 
der Beweis der Behauptung in (a) gefUhrt. 

§. 80. Soll (54) eine parCicnläre Lösung f von der Form 
£(^)JS(y) besitsen, so muss man offenbar die Gleichung haben 

£W(^^+»(«H-l>'£0.))=-i&»)(^^-«(H-i)»'Ä(»))-, 

Da auf der linken Seite E(v) mit einer Function von fi allein — , 
sie aei F(ji) — multiplicirt ist, so hat man die Gleichung 

worin die Bedeotnng yon 0(v) ohne weiteres, klar ist; es kann 

also F(fi):E{fi) kein fi enthalten, oder es ist eine Constante, die- 
selbe wie 0(v):£(v). Keimt man diese {b*-^c*)B, indem es wegen 
des Faxenden besser ist, sie nicht durch einen ein&chen .Bneii- 
Btabflii B m beseicbaeii, so mUssen die Fmiotionen E so beachaffen 
HUkf daas sie die gewöhnlichen Differentialgleichungen 



(56)... 



^^+[i.(i.+l)f**^(6-+ü«)Ä]Ä(^) « 0, 

i^~[ii(»+l)tr*-(6«+c')JB]£(v) «0 



*) Orella, Jomnal t VmOl Bd. ZXIZ: BtStng sor Tbeoile d«r AaMani 
naA än Wime. 

•*) Crelle, Joanial f. lialii. MZUIt Antm^ -«km muOmt im VmL 
a O. J. Jaeobl an dam Tssfiuier. 
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«rfiUl«k S«tat aiaa < und ( ihre Werthe Wf lo TerwMidsll 
•idi dk ento in 

(56,a)... (^•-6')(/i«-c«)^^+MV-*»-0^ 

+ [(6*+c«)B-n(ii4-l)/f*"]f:(/i) = 0, 
während die Differentialgieicbimg fUr E{v) aus der torstehenden 
durch blosse VerUnschung tob mit p entsteht* 

DasB £ der DifforentialgleichnDg (56, a) oder (56) genügt, war 
erforderlicb, dtmit fts E{fi)E(v) die Gleichnng (54) erftOt; 
es ist aber auch hinreich eud. Multiplicirt man nämlich die erste 
Gleichung in (56) mit £(v) die zweite mit E(jm), macht E(ji)E(y)=f 
und addirty so entsteht genau (54). 

Da (pß, ü) itar jede Annahme von B Werthe fttr S giebt, so 
kann man nnendKcb viele Zerlegungen von f in solebe Prodoete 
JB(fi)£(v) vornehmen; die Zahl der Zerlegungen wird aber 
endlich» und genau gleich (2n+l), indem genau fUr 2n + l 
▼erschiedene Werthe von B eine Lösung von (56) (eine Diffe- 
rentialgleiohung sweiter Ordnung hat swei Tersebiedene particnllre 
Lösungen) eine ganse Function, von fi, — 6*, y^**— c*, resp. 
Ton V, etc. giebt, und wir nur solche Zerlegungen suchen. 

f. 81. Wenn wifklibh FnnetioBen £ der Art wie es g. 79 ai^ 
gegeben war, ezistiren, so sind sie offenbar so besebaffen, dass 

jedes Product sich linear aus den C und S zusammensetzen lässt 
und umgekehrt, dass C und S sich linear aus ihnen susammen- 
setaen laasen. Hau kann, tob diesen Betrachtungen ansgiehend, 
imtecaiidien, ob auch die £ in yersohiedene Klassen aerfidlen/ & 
der Klasseneintbeilnag aaf p. 208 enispreeben, so dass eine Klasse 
die nach ^ ganzen C, eine zweite die y^fi* — b* als Factor enthal- 
tenden C, eine dritte und vierte die verschiedenen iS hervorbringt. 
£s^ wiipd sieh apfttery im 83, sehr leicht ergebesi daas der Grad 
^in £(^) in Beeng auf ^, y^*— ye*—fi*, gleieb n sein mnsa, 
80 wie auch dass jedes nur gerade oder nur ungerade Potenzen von 
fi entb< um sogleich eine für späterere Betrachtungen geeignete 
Beaeiehnung einzuführen, versuche man (2n+l) Functionen E au 
hmÄumm, die m Ekmm K, L, M, N aecfiiUn vatehe di« Fe« 
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(57)... 



JVÖ») = )/;^T* l^A^'-c* (iFo etc.) i W i 

LtMen nck wirklich dieseibeo in gehörigsr Anzahl bestinmieni so 
erbltlt man auf angegebene Ari^ nSmlich dnrch eine Summe von 
9«+l Prodocten aE{fi)E{v), in welcher die a Conetante beseieb- 
nen, eine Lösung, welche ebenso allgemein ist, wie (a) im §, 79. 
Die Grössen B, weiche diese Lösungen verschaffen, werden wir, 
je nachdem sie ein oder L etc. berrorbringen durch $tf ^ 
und 91 nnterachetden. 

Es .aind den Formeln fllr K, etc., in welchen die g offenbar nn- 
merische Constante bezeichnen sollen, in Parenthese Zeichen <r-t-l, etc. 
beigefügt; die Bedeutung dieser Zeichen zu erklären^ machen wir 
darauf animerkaam, das« offenbar die K, L, etc. resp. nur die Chi^ 
(hm^i, Si^^if S^m erseugen können^ indem z. B« dm eine ganse 
Function Ton /» und » ist, also sicher keine Froduete L(fi)L{v), etc. 
in linearen Verbindungen enthalten kann. Es ist nun jedesmal 
angegeben, bei den K wie viele C2m, bei den L wie viele Cjm+i, etc. 
existiren, wie viele Functionen rc»p. K oder L, etc. man also an 
erwarten hat, und nachher wirklich findet Zur Abkürzung wurde 

o SB y oder s: * ^ ^ gesetzt^ je nachdem n gerade oder ungerade ist 

§. 82. Die Gleichung (56, d), die ku betrachten ist, gehört 
nicht zu der einfachen Art, welche bisher durch Reihen intcgrirt 
wurde, sondern zu der Klasse, welche Euler am Schlüsse des 
VIIL KapHels im sweftes Bande der Integral^BieohnttBg 6eetio 1, 
so. 998 mMat, in denen jedes OKed der flOr dte Integril f»> 
suchten Reihe durch zwei vorhergehende bestimmt wird. In sol- 
chen Fällen gewinnt man in der Regel nicht leicht ein übersichtr 
liches Gesetz, nach dem die Keihe zu ordnen ist, und Euler hat 
tohilh in IX* Ktfiüel HUM W Xraaiibnaatian lolihar Bü^ 
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vantiftleleMinmgien gegeben, die 4» rimolMi 9Bff9mmnm-Wka 

reichen ; um »ie in eine andere zu verwandeln, die durch einfachere 
Beiheo integrabel ijit. Alle dieia Mittel fahren bei dar vorliegen- 
den Gleidumgy BO hnge b und o ftllgemein bkibeDi nkaht lo» 
Ziele; iai hmmO, ▼enraadelt lae sieh in 

Würde man hier Ä = 0, 1', 2*, ... »' machen, und ^ = ersetzen, 
80 Würde sie in (Bd,b) ttbergehe&i also durch die (n+l) Fnnctio» 

nen ^ e ) ^^^^^^^^^ werden, d. Ii. für ein gerades » durch 

Functionen P^» ^tJ angeriebenen Argument, 

die sämmtlich yod der Form K sind, und durch n — a Functionen 
jf,, P,, etc. Tön der Form M. Ist fi ungerade, so sind die 
Anadriicke F|, P,, ete. ven der Fem IT, die ftbrigea P«, etc. 
aber IT. Macht sau 6«*^, und ^«bcsib, bo heiett die Gleidrang 

•timmt also fUr 

2Ä = ii(fi+l), «(it+l)-!*, ii(«+l)-2», etc. 

mit (30) ttberein, vird daher m-^l Integrale ^»(J^ oder was 

dasselbe ist enthalten, die für tn^ 0, 2, etc. von der Klasse 

K oder N (denn 6* }'^*—c* wird fi*—b*)j an der Zahla-f 1, 

fUr m= 1,3, etc. genau n — a von der Klasse L oder M sind. 

§. 83. Gehen wir a»f den aUgemeineo Fall Muüeib» geben 
also h und e afioht bciendepe Warthe, ae awd siwScbat nadi Lam^'s 
Art die ganaen Fnnetienen too ^ anfimsadieD, wdehe bei passend 
gewähltem B, welches dann k heisst, (56, a) intcgriren. Würde man 

£ s afi- + öl + a^f*«-^ H- etc. 
setaen, wo m one gaaae Zahl beseichnen mnss, und die Beihe nur 
oSdit negatiTe Potenaen von fk enthSit, so wtrde nach der Sub- 
stitution von E in die linke Seite von (56, a) das Glied| welches die 
höchste Potenz von ft enthält 

a(«(«+l)-».(<»+l))^»'+' 



SiM Tieil* MI« XSpIM. §. 83, 57. 

mHMyitatät m ▼OBoLwinfk nt«»« sn mmAm, tötet iriitiid^ 
wie f. 81> 8. 318 bebtuplct wurde, E ebe Fiinetioii ▼om Gnde 

wird. Ferner übersieht man sogleicli dass eine lineare Gleichimg 
zwischen a und a^f dann zwischen a,a^, ; zwischea.On a^j a^, etc. 
entsteht, datt man also ein Integral erhält, wenn man anch (i| «er 
s Ol etc. SS 0 macht. Wir setcen daher um WeitlKofigkeiten ra 
▼ermetden, sogleich für E eine Beibe der Form K ant (57), alto 
für E(f») 

ein*), die mit oder scliliesst, je nachdem n gerade oder un- 
gerade ist; ausserdem machen wir zur Abkürzung 

Würde man nur ft' für JE in die IMfferenüalg^eichimg tnbtCitidreiii 
to würde man 

(i* — n)(r-f-n-f l)|u'+2-fp(Ä — r«)/4''+gr(r— 1)^'-» 
erhalten; multiplicirt man diesen Ausdruck mit dem Factor von 

fi>' in K, und tnmmirt über alle r, tettt daravf alles wat in dieselbe 

Potenz von fi multiplicirt ist gleich Null, so entsteht dadurch dass 
der Factor von ^»+2—2» verschwinden muss 

2ift(2ii4-l — 3in)^» n 

p(ft- («+2 «ti)»)*-! +f (»+8 - 2»){«+i -Mf-t- 
Macht man der Beihe nach m k 1, 2, etc. ,0+1, und bemerkt, dats 

g^ij ga+i, 9ci+7, etc. nicht existiren also = 0 zu setzen sind, so 

entstehen die Gleichungen 

.2(a«-l)p»«.p(Ä-n«)jF. 

6(8ii-6)5F, - p(Ä^(ii-4)«)<7, + (?(n-2)(ii-8)sr, 

i i^' 8,(211-7)5?, =p('Ä-(«~6)«)y,4.g(«^4)(«-6)^, i^A 

etc. etc. etc. ; 

2<y (2» -f 1 - 2a) = 1? (^Ä — (« 4- 2 — 2(r) *) 

. ■ .. h.. : . . 0^|»(Ä-(i|:-SJff)«Jji,+g(fi47l-2a)(i^^ 

*) Die Integrationen der Differentialgleichungen in die«ein und den nftohsten 
swei Paragraphen sind in Lam^*s Le^ons sur Im fonoUoiit i|iy<Mf(BaJ9tP' f. 1957-^^^ 
Tollitlndigw ab an der Bt«1Ie, «i welcher sie, mwst taftretan (Lioarilit i^. i 
lL.Bd.IV} MUfsniirt. ^ - ^ • 
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Am ^ GKtase g^, die d«r Kstar ^«r iMdi ^fflkürlldh 

bleibt, und St bestimmt man jf, vermittelst der ersten Gleichung, 
UM der zweiten ^g, etc., ans der a'^" endlich g^i es wird ^| 
eme guise FimetinB entea Gradei von' 9, also Tom iweitea^ 

gm vem ^ Grade. IKe Bedingung Air die Sty data die 
Reihe für K nicht negative Potenzen von enthalte, wird dnrch 
die + Gleichung zwischen and ji^j ausgedrückt; berück- 
nehtigt man den Grad von und nach it, ao iat dieaelbe 
effimbar vom Grade. Man liat also diese Gleichung ni- 

niehsi anf dem angegebenen Wege zu bilden; man wird spSter aeheni 
dass sie genau so viele verschiedene Wurzeln Ä', Ä*, ... St' 
hat, als ihr Grad «7+1 anzeigt. Indem man in die gefundenen 
Ausdracke für die g die verschiedenen St sabstitnirt, erhlit man 

Functionen K, die man durch^Indices untersobeiden kann, 
und zwar mag für ^ = volUt&ndig g[ü^ und K vollständig K^'^ 

genannt werden *), so dass 

wird; der S]raimetrie halber «rfaSh anch die wülkttrlieiie Cenelanle 

den oberen Index *. Es haben sich also Functionen K in der 
erforderlichen Anzahl ergehen, vorausgesetzt dass die Wür- 
feln k aftmtttlich verschieden sind. (Der Pankt (•) dfos 
I..79 iat dann allerdings noch niebt erledigt; es bandelt sieb hier 
bar nna die Ancdil der erhaltenen K ohne Rttckncht daranf, ob 
es noch möglich ist, sie durch lineare Gleichungen zu verbinden.) 
.Um diesen Nachweis zu ftlhren bemerke man, 
ckmig für it von der Form 

-f/^r-'-f etc. « 0 
bt, wo die a, ß, etc. ganze Functionen von q bezeichnen, rationale 
nach p; die Art, wie diese Gleichung gebildet wurde, zeigt dies 
jogieich. Stellt man sitefa die Anij|;abc|, atemtische ganae Functis- 
BflB wilcbo (16, a) integriren, wenn 6aBe, anfaasndien, so kann 
dies vermittelst der bequemeren Metboden des ersten Theiles ge- 

*) Bi itt vorläufig überflüssig, den Buchstaben n als Index anzuhängen, da 
inDcr von Fanctionen mit demselb^ n die Rede ist. Wechselt so wird n 
ds «atim Msat beigefugt. > > ^ 



M «.TMl. ttrttt» »lytliti §.83, 5X 

wnr mm tedi ^ dia iKnimilktwi FumitioauB 

/*3«^-^^ sind. Man muss alao dasselbe Besultat durch die Inte- 

grations- Methode dieses Paragraphen erhalten. Dadurch entsteht 
^ber genau dasselbe System von Gleichungen wie oben, nur daif 
|P und q die baaooderep Werthe 2li*, orhulten. Man findet ak» 
w BoBtimmung der §t genaa dieselbe Qleiehujig die wir so ^ban 
erhielten; nur mnts in o, /9 etc. für p nnd q der besondere Wedti 
gesetzt werden. Jedes welches der Gleichung gentigt, leistet 
das Erforderliche. Setzt man 6 = r so können dadurch yerschie' 
dene Wurseln zw«r gleicbj aber nicht gleiche yerschieden werden; 

in diesem Falle sind aber (§. 82) die Wurzeln IL^^ti], n(n+l)-2*^ 

2 , etc., verschieden und j-fl an der Zahl. 

' Hiermit ist «Derdings der Beweis von der Versdiiedenheit der 
Wurzeln noch nicht yollBtllndig geführt, sondern nur gezeigt, dass 
nicht zwei von ihnen gleich sein können, so lange 6 und c allge- 
mein bleiben, und dies mag vorläufig genügen. Für gewisse 
Werth« Ton ^ und e werden wirklieh Wnrieln gleioh, (wl 
Meh ikt Beisfaele am Schlosse des Paragraj^en) aber diese 
Werlfae toii fr und e sind imaginSr und kommen bei uns derfislb 
nicht vor. Im folgenden Kapitel wird sich eine andere Form der 
Gleichung für die St ergeben; aus der man durch algebraische Mittel 
ohne Hiosuiiebuttg der Integtal^Becfanung beweist dass die W«p> 
leln' Air dl« reeHea fr und e simmifich TeneMedeB und reefl sind. 
Letsteres, die Reslitftt der Werthe, ist schon Ton Lam^ nachge- 
wiesen, und zwar durch das Verfahren, welches im §. 86 mitge- 
theilt wird, während die Verschiedenheit der V^urzeln sich erst 
bei LioaviUe *) erwähnt findet, der Felgeades darüber sagit 
M. Lam^ a prouT^ fne oes meines sont tootes Melles; il ^issl 
aerfi frour eela d'int^grales d^finies: sjontons qu'en emplojant eoD- 
TBnablement le th^r^me ou piutöt la mdthode de M. Sturm, oa 

*y Iiiomrille , Joorn«! de Matfu T.ZE: htH tm SW 4iv«rM« qaestions d'aiuk- 
Ijm 4e pbysiq^e wfMw»id%wt eoaetnaat rslMpssMn» silmMes h X. P. 0. 
BlsBohet. Franttw kttra, p. • - i 
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imit pn d^montrer dfm€ mmüre plus simple «noore q«e ks ni- 

cines de chaque equation en ß sont reelles et inegales entre elles. 
An dieser Stelle zogen wir vor, nicht auf dem hier angedeuteten 
sondern auf obigem Wege die Verschiedenheit der Warsein nach- 
saweisen; später (§.86) wird nach Lam^ ihre Rtfafillt geseilt Atf 
die eben erwähnte zweite Form derGleichnng f^r die in derp 
und q nicht selbst vorkommen, soll im §.95 die Sturm' sehe Me- 
thode cum einfachen Beweise der genannten Eigenschaften ange- 
wandt werden. 

Das8 ferner die K selbst verschieden, und dass nicht zwei von 
ihnen identisch werden, die zu verschiedenen St gehören, erkennt 
man aclion an \ man hat nttmlich 

''2(2«-l)' 

einen Ausdruck also, der bei jeder Aandenwg Ton K seinen Werth 
sdbet ändert 

Im folgenden Kapitel wird die Gleichung der 5? mit den bei 
orthogonalen Substitutionen entstehenden Gleichungen in Yerbin- 
dang gebracht. 

Beispiele: Für m = 0 wird es nur ein A' geben, und zwar 
IT« ^e, gleieh einer Constanteo; für nss 1 wird Kf^^g^fi. Für 
a s ^ «Im aea 1 iQBSi JT YOn der Form sein: 

imd unsere Gleichungen gehen in die beiden 

ttber. Dies giebt iur k 

p««(Ä^4)H-12^ = 0, 

abo swei Werihe 



290 «iTMt MMi bgiill. S.84^M. 

Ftlr » s 3 wird s= 1, ferner 
daher 

Os=p«(Ä~l)(Ä-9)+60^. 
Fttr iis=4 oder 0 = 2 ist 

Ä- 16 

^* " 28Ö * 

j^»«(ie-4)(«-16)+168^fÄ+40f («- 16) -i 0. 
pi^j. bsse ä.h, p^9h\ q^b* TerwaoMl sidi & leiste Fetmel 
in Ä*— 20Ä*+ 116Ä— 160 = 0, hat demnach die Wurzeln 10, 8, 2, 
wie es nach den obigen Bemerkungen sein mu88. 

Wird s. B. im Falle «^2 ^ und e ein solcher besonderer 
Werth getetet, deae a^««|i', io hiH die Oleichnag awei gleiche 
Wunsein «•»Ä»«9. Die Bedingung sagt, daaa daaii V«tO, 

^ ^jL£| s 0 aein miiaa, lo daaa b und c in diesem Falle nicht 

beide reell sind. M. vergl. p.218. 

§. 84. Kaehdem fdber die JT gehandelt worden tat berteht 

nun die zweite Aufgabe in dem Auftuchen TOn Funelie- 
nen L; mit Rücksicht auf die Form derselben in (57) mache man 
L^%a?^9 wo » eine gaase Fimotion (n— 1)*» Qn^von #s 
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mnM, und stdle dimli Biwwilnii ia (56, a) dit QWfllnniic 

fUr « her. Diese wird 

04« - 6«) C^«- c«) ^+ M (4f*« - p - 2c«) ^ 

+(p8-ü«-(»-l)(«+2)f»> « 0; 
wie im Torigen Paragraphen bebanddt glelit «ie 
2ii(2ii — 2»-f 1)^. = — (n-fl-2i»)*)-c«(2ii+3-4j»))^.-i 

+^(ji+2 - 2»)(ii+8 - 2»)p;iH.s, 

dto 

J(2*i-1)(/. = (p(2-(«-l)«)-(2«-l)c«)ir., 

4(211-3)^, = (p(2-(i»-3)«)-(2n-3)c')i^, + g(»-l)(«-2)y„ 

etc. etc. 
%{n-^e-l)(9a+S)g^ » (p(8_(atf+s-ii)0-(^+7-2«)o-)Ä^» 

+^(2a+4— «)(2<F+5— 

0 - Ö»(ß-(2(F+l-«)')-(4<F+3-2«)c«)^^i 
' +^(2a+2-fi)(2a+8— 

Benntst man diese GlMcbungen wie die entsprechenden des Torigen 

Paragraphen, so findet man alle n — a Grössen g durch und 
schliesslich 2 durch eine Gleichung vom Grade n — a. Dass diese 
Terschiedene Wnrseln, welche mit S*, 2\ etc. beseichnet wer- 
den, haben mau, dass also e Terschiedene 8 entstehen, sieht 
man ein, indem man wieder auf den besonderen Fall bsae zurück- 
geht; da in diesem die Differentialgleichung der E in die der 

übergeht, so stimmt die so eben integrirte der a mit der 

überefaii weicher die GrSssen 

genügen. Würde man diese Differentialgleichung, welche nur und 
iniver flir die m^c ungeraden Werthe am 1, 3, etc. ganae Fnnctio- 
nsn Ton ^ liefert^ nach der allgemeinen Methode behandelt haben, 
•0 hätte der entsprechende specielle Fall der Gleichung für die 8 
entstehen müssen; diese giebt als doppelte Werthe der Wurzeln S 
a8sji(ii4.1)^l, 3', 6% etc.* 

Ifilto wirA ohM w«ileNi ifie eben wigsatiiiiü flgttwhttt^fMk 



U. Th«iL Dritte» Kittel. §.85,(7*^ 

auf die M H^wtrtgen, wenn man Übmll b mit ^ un4 L mit 
und M vei'tauscht. 

Beispiele: Fflr « s 0 exigtirt weder L noch iL 

Für « = 1 ist L = }^?^, If = </o 

Für » = 2 ist L = y,/i M^g^ii l^f«« — c*. 

FUr « s 3, aleo SB 1 wird 

wenn und ^, in der eberen Beihe andere Oonstante ala in der 
unteren beseicbnen« Um die oberen au bestimmen^ benutat man 

unser System von Gleichungen und findet 

10p, =(p(S-4)-5c')^,, 
( « - «•) ( J? (8 ~ 4) - 5c*) + 205f = 0 ; 
für die $ der unteren Gleichung nnd die 9)t daher 

(p 2)^ - 6') ( p - 4) - 56«) 4- 20g = 0. 
Für »=s4 oder a = 2 wird 

(p(S-l)-3c')(|?(ß — 9)-7c*)+84g = 0. 
Fttr b^e geht diese Gleichung in 

Uber, hat also, wie ea sein muss, die Wurzeln und ^. 

§. 85. Es bleibt noch der vierte Fall zu behandeln, d. h. 
man rouss die N aufsuchen, welche in (56, a) enthalten sindj «si 
^esem Zwecke aetae man iu die Gleiehung fftr E oder N 

und hat dann die ganoe Function a f u^usucb^n, weiche 

illt^rt Wenn ipäter wieder hssc geeetat wird^ ^ehef^ jdk 
Integrale der Gleichung für £, welche Functionen von dem Oha-, 
rakter N liefern, in ganze Functionen von ja also in Ausdrücke 
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mtd alle gansen Functionen s von pi sucht , welÜ^ '#et ^tnn' ent^ 
stehenden Differentialgleichung genügen, wird man die z nicht er- 
halten, wenn man diese Pm Bämmtlich durch fi* — b* tbeilt, indem 
?g durch diese GrUase g;etheik; keine gansb FnncCioD giel»t^ man 
wird alle Integrale der vorstehenden GHIeichnngy unter der Voraus- 
setsuog bssc, für & finden, die nach fi ganz sind, wenn man alle 

pn 

' m 

ftat m^tf etc. nimmt. IMe Wurzeln ^ werden sieh ako für 
hm e m 

««ii(fi4-l)-9«, ii(#i+l)-4», elc. 

verwandeln müssen. 

Die Integration der Gleichung wenn b und c jUigeiaeia blei- 
ben, giebt 

also daa System 

2(2n-l)^, =pOJ?-l-n(n-2))flr,, 

4 (2n - 3)i,. = - 1 - (« - 2) («-4))^, +g(n-2)(fi-3)^„ 

6 (2« -ö)ft « -1- (n - 4) («-6))^,+^(i,-.4)(i|-ö)jf,, 

4 

etc. etc. etc. 

Pff-^2){2fi+S-2a)i^^., = (5^ _ 1 _ („ _ 2(r + 2) (« - 2(1 + 4))^^^^ 

+ g(« 4- 4 - 2(7) (« 4- 3 - 2cj)^^, 
0 = 2a)(ii-2a+2))y^, 
+ g ((» + 2 - 2(r) (« +1 - 2a)sf^_, . 
Diesen Gleichungen ist nach den früheren Erörterungen nichts 
weiter hinzuzufügen, aU die 

Beispiele. Für » = 0 und »sl existirt kein iV. 

Fflr fi 2 ist 

N^ff.^ii*-b*^ft*-e*. 
FUr n s9 S wird 

Ftr «1^4 «ndlieb bs* man 0»9, «ho 



324 liTlicIL IMHwXivM §.86,67. 

91*— 10»+16«0 
und giebt die Warieln 2, 8. 

§. 86. Ea ist j etat bewiesen, dass die (2n-f 1) Functionen E, 
•0 eiogedieat wie (57) es eagiebt, wirUiob exiftirea, uad §^8^—8» 
entiiritwi die Metliedeii dnruh welche men dkteUie« alkck Aai» 
iDflung einer Gleichaog^ wirklich enffindet. Men sah, dese die E , 

im gewöhnlichen Sinne verschieden sind, dass nämlich zwei weder 
identisch sein noch sich nur durch einen constanten Factor uater^ 
scheiden kOnnen. Sollen dieselben aber sn den im §. 79 «agege» 
benea Zwecken dieaea, so darf auch (cf. daselbst a) kerne liaeare 
Yerbiadung voa Prodncten SaE(fi)E(v) ftbr alle ^ aad w Ter- 
schwinden^ wenn sich die Summation auf die verschiedenen E und 
willkürlich gegebene Constante a, die von einem Prodncte zum 
andern wechseln können besieht. Man bemerke, dass aar Sa+1 
Flrodaete in der Snmme TorkomaMa; es war aimlich jedes Fhidact 
E{fi)E(v) so sa yerstehea, dass E(v) genan dieselbe Fanctioa Ist, 
wie E(j^)f dass also nur Glieder wie 

cJr'0»)if'(y), aL'{ß^)L\v), etc. 

nicht aber 

aK'{ti)K"(p), air(ii)L\v), «Jr»jL''(ir), etc. 
voi k om m en, in welchen # sich von e nnterscheidet* 

Soll eine Summe wie ^aE{fi)E(v) verschwinden, so 
dividirc man durch und setze v = oo; da v-'*E{v) sich dadurch 
in verwaadelt, also die Summe die Form £ag^E{f») oder £aE{ft) 
vMHf so mnss SaB(fi) fttr alle ft gleichfalls Yerschwin- 
den. Dieser Ansdrnck serftllt snnSchst in die Smnme zweier 
Theile U-\-Vyfi* — c', wo U und V ganze Functionen von fi und 

— b* sind; er kann nicht verschwinden, wenn nicht U und V 
fdat sieh Terschwinden, weil sonst }//A*—e* eine .rattonale Function. 
TOB ^ and }/ft*^b* wkre. ü aad V haben wiedernm die Form 
G-^-Hyfi*-'^, wenn G H ganse FanolMnen tod f/t beaeidi*» 
nen; sie können folglich nur dann verschwinden, wenn G = H=sO, 
Fasst man dies zusammen, so folgt, dass die vier Theile 
aas düMtt SaEin) besteht, and wehshe die Form habea 
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«=(» «=1 s=l *=l 

für sicli verschwinden müssen, wenn ^aE{fi) = 0 sein soll. 
£» wird nun nach Lam^ durch eine Methode, welche der Art 
«Dtopriolit^ auf weloi.c bei frnheren Qelegenlieitea die CSoefficienteii 
io gewissen EntwickelnDgen bestimmt wurden, gezeigt, dass diese 
Ausdrücke nicht verschwinden können, ohne dass alle a gleich u sind. 
Um alle vier Fälle gemeinsam zu behandeln, beziehen wir die 
Untersachnngen auf den Buohstaben E und werden an dieser Stelle 
unter nnd gleichartige £ verstehen, d. h. solche, die beide 
sogleich sn den ÜT, oder zugleich bu den L, etc. gehören. 

Man multiplicire die erste Gleichung (56) p. 112, die man auf 
JET beziehe, mit ferner mit 

-—JtL 

ond integrire nach fi von b bis e, oder was dasselbe ist nach f 

von 0 bis « (cf. p. 206; b). Dauu wird 



II 0 



nach zweimaliger Integration durch Theile verwandelt sieh die 
rechte Seite in die Summe des Integrals 



/ 



und von 



Das letzte Glied ist aber = 0, wie man einsieht^ wenn man an- 
statt nach i nach fi differentiirt und dafür mit ^f»* — b*ye*^fii>* 
moHiplicirt; denn 

— E^-r- 
dfi dft 

wird gleich G{fi}, wo 0(fi) eine ganze Function von fi bezeichnet, 
zunächst wenn die E zur Klasse K gehören; es wird aber jiooh 
dieselbe Fonn behalten, wenn EsmL, etc. war. Denn, drfiokt man 

ütio«» Huttvcli 4> KuftlftuiciloaM. . 15 
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IL Tk«a IWtk» KPfitaL §. 86, 5T. 

immer dwrcli 0 guise, wmn «och ▼«rackMene Fimetioifpi ans, 
■0 ift 

dl' a 



et Tertchwiudet daher die Dach c differentürte^ iu den eckigen Pa> 
renihesen eingeiebloasene Grösse tind die linke Seite von (a) wird 
nur gleich 

ändert sich abo nicht durch Vertauschuag von < mit «. Es folgt 
hieraus daaa 



dasB also das IntegraJ seihst versdiwindet, wenn f and « verschie- 

den sind. War * und t> verschieden, so verschwindet daher das 
Integral; es verschwindet nicht, wia man sogleich selien wird, wenn 
f s o. War reell oder rein imaginftr, so ist das Int^al des 
i}«adratei| einer GrOaie die ihr Zeichen nicht weehsete, 

0 

sicher nicht 0; wir zeigen also nur noch, daas E nicht complex sein 
kann. Hierzu wird nachgewiesen dass die B s&mmtlicb reell sind; 
ana der Art, wie die CoeUßcienlen g der ff gebildet worden, folgt 
dann, dasa aneh dieee reell oder rein imaginär aem mttssen. 

Sollte nämlich imaginär sein, so nehme man für die 
conjugirte Wurzel; war K = so wird £^ = j» — qi, ea mttaate 
also 

gleich 0 sein, vaa tmmÖgHoli iit Ibm liai dabar fi^gepde Fonktf 
bewiesen: 
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1) Sttnmtliche B sind reell. 

wenn und £" gleichartige £ beseichnen, 

TerscHwindet sobald t nicht gkicfa o genonmen war. 
3) Das Integral Teracbwindet nicht fUr a » o. 

Hieraua tol^t nach der Methode des i<. 15 unmittelbar der Sati: 
Ist eine Fiinction /(^) in eine üeihe von gleichartigen £ (mit 
denselben n) entwiokeibar 

BD kann die Entwickelnng nnr auf eine Art geaahehen, und die a 

Bind bestimmt durch die Gleichung 

0 0 

aos der sich jedes a finden iKsst, da das Integral auf der Linken 

nicht verschwindet. Man zieht endlicli hieraus den Zusatz, auf 
dessen Beweis es in diesem Paragraphen eben ankam: War f{/i) 
gleich Null, so müssen alle a ^ull sein. 

Als Erweiterung des Sataes kann man binMlIlgan,' dass 
auch die Entwickelung von fifi) bestimmt ist, wenn f nur Uber- 
haupt nach E (mit gleichen n) geordnet werden darf. Zerlegt man 
n&mlich, wie am Anfange dieses Paragraphen f{fi) in vier Theüe, 
so ist der eine Theil naoh den IC entwickalbar Ate. etc. 

§. 87. Aus den bisher gefundenen Eigenschaften der E la3- 
sen sich einige einfache Folgerungen ziehen, die im folgenden Ka- 
pitel wieder aufgenommen werden sollen. Es ist jetzt Tollst&ndig 
bewiesen, dass jede lineare Verbindung der C oder 8 sich linear durch 
dieProducteE(it*)E(v) darstellen l&sstund unigekehrt; hieraus ist klar 
dass im bcBonderen Falle auch jedes C oder jedes -S selbst eine lineare 
Verbindung von Producten E{fi)E{v), oder, bei der Umkehrung, dass 
jedes Prodttct £(ft)£(y) eme lineare Verbindung yon C und S giebt. 
Beaeichnet man durch g gerade Zahlen indusive 0, durch u un* 
gerade Zahlen, zwischen 0 und n, so lässt sich diese Entwickelung 
noch näher bestimmen; erinnert man sich der Eintheilung aller 
demiwlbim n angelKirigen C und S in vier Qlaasen (§. 78), so sieht 

man, dass a. B. C$ eine ganae Fnnetion von und v ist, wSkrand 

15« 
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Cu nooli y^*— 6"y*'*— *' c^l* Factor entibilt, so das« lo nur £ 

von der Klasse der K, in Cu von der Klasse der L auftreten kön- 
nen. Man enonere sich ferner, dass genau so vielCp, Cu» Su, Sf 
ezistiren aU retp. M, L, M, iV. Beseichnen die ß unbekannte Con- 
Btante (in den Terscbiedenen Oleichnngen verschiedene) , d. h. von 
fi und V unabbSngige Grössen, so bat man folgendes S^^stem von 
Gleicbungen: 

C- T/j;jr»jf'(»)i (•+!); 



Su = ^''ßuM \p )M \v) ; (« - a) } 



i>-=n 



«ssl 

in welchem die Ausdrücke in Parenthese (a-f 1), etc. anzeigen, 
wieviel Gleichungen man aus der hingeschriebenen erhält, wenn g 
und u alle mÖgUcben Wertbe ertbeilt werden. Man mnaa aber 
ancb umgekebrt erbalten: 

L»i,"(v)- JStiO,; (n-a); 

U 

^ M'{fi)M'iv) x= £kl8u; («-0)5 

u 

ro»)A'(r) = £*;s,j («). 

Die Grössen (a+1), etc. drücken hier dasselbe aus wie oben; so 
gleicher Zeit sagen sie, über wie viele Werthe g oder ti zn suni' 
mSren ist» wenn man in der leisten Gleiobung, bei der Somnifttion 
nach g, den Wertb g^O aasscbliessly ftlr den 8^ ss von selbst 

verschwindet. 

Der Zusammenhang der Constanten k und ß, so wie diese 
Grössen selbst, sind im folgenden Kapitel n&her bestimmt IL veigL 
über diese Systeme des Verfiusers, Arbeiten *). 



*)r Borobardt, Joama] t Ifath. Bd. LYI: Äjumg eines Bdusibeiis fiUr 
di« Lamtf'aehen Fanetknua, and: Binige Btgoiiohalteii der Lam^'aehflo 
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Mit Hülfe des zweiten Syatemes kann man die E flelbst, im 
Gegensätze zu den Producten Eifi)E{v), nach den Pm entwickeln; 
bieraQ zeigt man zunächst dass 

^ L M___ N 

weder ffir fi = b noch fftr » c ▼enc!iwinden. Um die» -zneret 

tilr die K zu beweisen Henutzt man die Gleichung (56, a), aus der 
hervorgeht, dass wenn K für diese Werthe verachwindet, auch 
dK 

verschwinden muss, indem ftr fi ^ b und fA =s e 

gleich 0 wird. Eine Differentiation der Differentialgleichiuig nach /t, 
dann eine sweite, u. s. f. bis aar (n— !)*•" zeigt daHelbe fhr den 
zweiten, dritten bis fi**" Differentialqnotienten von K, der eine Con- 

stante ist also nicht verschwinden kann. Vertauscht man die Glei- 
chung (56, o) für K mit denen für (^' — 6')""*^ = s, etc. welche 
im §. 84 und §. 85 yorkoromen, so findet man für die anderen drei 
Gattungen von Functionen, nftmlicb für (jM'*—b*y^L, etc. dieselbe 
Unmöglichkeit des Verschwindens wenn ftssb, e ist, wie für K. 
Aus vorsteheudem Sj^atem folgt nun mit Hülfe des §. 78 

r(c)r(v)«a;/»:(^), 

U NC y 

Während für N eine Gldefaung 

erhalten wird, wenn Ä die Constante 

ftr fi = b vorstellt. Da die linken Seiten der vier Gleichungen 
(s. 0.) nicht vcrtichwinden, so hat man hier Ausdrücke von den 
Functionen K{p), L{v) etc. selbst, nicht mehr von den Producten 
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Eweiar E «Inrch die EugelfiBuictioneii Jl. Htttte man dasselbe Byt^m 
mit IT-" mnltiplicirt, und v^oo gesetzt, so lehrt die angeführte 

Stelle, wie sich die £ in llcihen verwandeln, die nacli den (^osinus 
und Sinus eines gewissen Winkels ^ fortscli reiten. 

§. 88. Bisher wurden solche E ▼erglichen,« die sich auf das- 
selbe n beaogen; im §. 86 war geseigt worden, wie sieh eine 
Function einer Verändorlichen in Beeng anf ihre EntwicMusg 
nach solchen Grössen verhält. Die weiteren Betrachtungen führen 
auf die Zusammenstellung Bolcher E, die zu verschiedenen n ge- 
hören nur werden dann nicht die Functionen allein, sondern wieder 
die Prodnete E{ft)E{v) auftreten. 

Es beieiohne f(0,%ff) einen nach Engelfunctionen sweier Ver^ 
Snderlichen entwiekelten Ausdmclc: s. B. kann feine ganse Function 
von C08Ö, sin ö cos 1/;, sin^sinV sein, deren Kntwickelbarkeit im 
§. 72 bewiesen ist. Fasat man alle Glieder der Reilie zusammen, 
welche aus solchen C{ß,%tt) und 8{ß,tf/) bestehen, die von der 
Klasse der sind, d. h. die dasselbe n besitsen, und nennt ihre 
Summe X^*^ oder X* so wird (§.72,a) 

its=U 

je"» 1? c:c:(d,v)+*:s:(^,t^), 

und JC" genügt der partiellen Differentialgleichung (48). Wie man 
die mnselnen Glieder, welche X" angehttren^ aus gegebenen f{dy^) 
finden kann, aeigt §.72 für ganse Functionen von cos(?, etc.; sam- 
melt man sie, so hat man ohne Weiteres X": im fünften Kapitel 
wird man sehen, wie sich X" aus f durch eine doppelte Integration 
mit einem Schlage finden lässt. 

Man setae jetat die 0 und in |» und v um, so wird fiO,%ff) 
sieh in emen Ausdruck F(fi,v) verwandeln, der sich durch 

n—X> 
n=if 

darstellen lässt, wenn X" der Differentialgleichung (54) genügt und 
die Form hat 
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W<6r4Mi alle C micl 8 nnear durch ^ oft enrK^otefr Prodaete 
Msgedrttekty wo verwandelt sich X* in (die h sind Constante) 

die Sümmatioii auf 2ji+1 Werthe von « ausgedehnt. Hat man X* 
als Fanction Ton d und (s. o.) gefunden, so kalifi man es in 
und V unsetEen, nnd um dfe Gonstanten I au bestimmen rncht 

dann der Satz am Schlüsse de» §. 86 vollkommen aus, indem man 
X" wie ein& Function von fi allein aosielkt, und nach den dort ge- 
gebenen Regeln die Coefficienten in der £ntwickelung nach E^ift), 
die hm^^1l) werden bestunmt. Ohne aber durch X* hindufo hau ge he n, 
inden man nftmlich Operalieiien uMnittelbar mit F{fi, if) Tomiamit^ 
lassen sich £e h bestimmen; bei der folgenden Ausdnandersetzung 
möge man die ähnlichen l^ctraclitungen des §. 72 im Auge behalten: 
Fttr jedes n zerfällt in vier Theile, nämlich in einen sol- 
chen, der nur die K, einen aveilen welches nmr L, etc. enthält. 
Es muss daher die entwickelbire. Function f selbst in TierTheile 
serfaHen, fo» r ^3 ^ Air sieh duneb eine Beihe 

dargestellt werden kann, die nur K, oder nur L, oder etc« enthält. 
Beispiebhalber wird die Doppelreihe 

wo die Summation sich Uber eine gewisse endliche oder unend- 
liche Aneahl von n und a crstieekt. Jeder TheO , F^, etc. ser- 

fallt nun weiter in zwei Theile; denn sämmtliche K und iV die zu 
einem n gehören enthalten nur gleichartige, und zwar mit n gleich- 
arfige Potenzen yen f$ und d. h. solche, deren Exponenten um 
eine gerade Zahl von • sieh nüterscheiden; L und JT enthalten mit 
a— 1 gleichartige Potenaen von und v. Man nM ahto sogleich 
F in acht Theile zerlegen könne«, von denen jeder fdtt sieb eut* 
wickelbar sein muss; jeder derselben wird nur E von einer Klasse 
enthalten, und nur solche die säramtHch ein gerades n, oder die 
sänmitUch ein ungerades n enthalten. Ks soll nun geaeigt werdeoi 
wie man in jedem von diesen Thailen Air sieh die GoefieitBteD k 

i^ä sei G(ji,v) einer dieser Theile, und wir setzen 
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WO alio auf der rechten Seite^ tun alle acht Fälle zugleich zu be- 
handeln, alle E entweder auMchlieaalieh K, oder ausachfiessKeh L 
oder eio. yorsteUeni und die Summe sieh nur auf gerade Ji oder 
nur auf ungerade n besieht, ferner auf die s resp. von 0 bis 
von 1 bis n — a, etc. 

Der definitiven Beetimmung der Goefficienten geht, nach Ana- 
logie tthnlicher Betraefatangen, die Untersuchung des Integrals 

voraus, wo p dem n gleichartig ist, und E" au derselben Klasse wie 
Et gohttrt. Um dieses su finden benatso man die swei Gkicknn- 
gen (56); setst man in die obere ftlr £ minSehst dann i^, 
mnhipliciri die erste so entstehende mit die swdte mit H und 

tnbtrahirt; so erhält mHn: ^ 

Eine Integration nach < von 0 bis m macht die linke Seite zu 0, 
also 

(c) . . . (6'+c')(« -ß^ y ' £;WJB»ite 

(a-p)(«+P+l)/ f»*Ä.(^)i;Wife. 

u 

Hitte maiTanf gleiche Art die aweite Gleichung in (5ö) behandelt^ 
so würde man statt (6) eine ähnliche Beziehung erhalten haben, 
die aus ihr hervorgeht, wenn fi mit v, « mit ^, und das Vorzeichen 
der rechten Seite mit dem umgekehrten vertauscht wird. Das 
Integral der linken Seite nach d£ von 0 bis m bleibt noch immer 
0; es ist nämlieh an den Orenien in 

Air V snerst fr und dann 0 su setzen. Es versdiwindet der Aus- 
druck für ysfr aus denselben Gründen wie der vorige, für wO 
weil Ep und E„ zugleich nur gerade oder nur ungerade Potenzen 
von V, abgesehen von den etwaigen Irrationalitäten ^v^ — b^^ etc. 



II 
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eDtb«ltoD. Bt wird also eotiprecb«ad der Gletchnqg (e), wenn 
man die Seiten nmdrehty eriialten 

II 

- (a'+c')(«-ä;) rK{^)E;ip)dt 

% 

War aowohl n von p alt von B)i Terscbieden, so giebt die Multi- 
pUoation von (o) und (d) nach Fortlassung des beiden Seiten ge- 
meinsamen constanteti Factors, wenn man endlich die rechte nnd 

linke Seite auf einer vereinigt, genau J=0. War aber n=p und 
B» von ß'm verschiedeni so giebt (c) und (d) 

' y^^:« (f*)ds - 0 « ^''°E:(v)K(v) d£; 

löst man J In seine beiden Theile auf, durch deren Differenz es 
gebildet wird, und deren erster 

f'*difi'K(fi) e: (jD^ETn ( V) t^n (y) dC 

ist, so wird deshalb jeder Theil für sich Null , also sicher / k 0. 

War endlich n und p verschieden, aber B» = B'p, so wird nach (c) 
und (d) 

yVJK W^Ju»)* - 0 - / VÄi(»)js;(»)<«, 

■Im irird wieder jeder TheO ron 7, denen erster 

II II 
ist, für sieb Null. 

Berttcksichtigt man noch^ dass y* positiv bleibt, dass also 

fta nssp und 0 ss « sich «f in das Integral eines Ausdrucks Ter- 

waodelti der sein Zmchen nicht wechselt, so kann J dann nicht 

verschwinden, und man findet: 

Es ist y=0, wenn nicht zugleich e=^s, p = n\ sind 
aber beide Gleichungen erfüllt, so ist J sicher von 0 
verschieden* 

Die Functionen £ waren bis auf eine willkürliche Constante g^, 
die sie multiplicirte voUstlindig defiuirtj es ist besonders bequem 
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^ete dorch die Feitsetznng zn bestimmeii, was ▼on die- 
ser Stelle an immer geschehen soll, dass 

(e)... 8/*"*«/'V-«^)(ÄWä:W)*iI« = ±1 

0 0 

sei, nltnlieh l, wenn E zu den K oder N gehört, sonst —1. 

Geht man nnn su {a) zarttek^ so erkennt man sogleich; dass 
h durch die Gleichung bestimmt ist: 

0 0 

wenn das obere Zeichen ftlr E^K, N, das untere für E = L, gilt. 

Um dieses Resuitut mit den früheren des §. 72, in Bezug auf 
die BestimmiMig Ton gewiaaeu CocfficieivIeD, in Verbindung sn 
setsenj bemerke man, dass eine einfache Rechnung ergieht 

wächst xjj und d von 0 bis so gelang:t « und ^ von 0 resp. 
zu oi und m (§. 77). Das Element auf der linken Seite spielt bei 
den Lam^'schen Ausdrücken dieselbe Bolle, wie das auf der 
rechten bei denen von Laplace. 

§. 89. Im Vorstehenden sind die yorsUgKchsten üntersticbim- 
gen von Lamd über die von ihm im 4''"" Bande des Liouville 
sehen Journals eiugelührten Functionen mitgetheilt. Die Resultate, 
welche andere Autoren später gefunden haben, sollen hier noch 
einen Fiats finden. 

Liouville beweist*), das* die Wurseln der Gleichung 
E{ja) = 0, oder um alle Klassen der E einzuschliessen, von 

in sofern sie reell sind, kleiner als c sein mttseen; er 

entwickelt dazu die Auflösung f> der Differentialgleichung 

wwDtt p eine FunntiMi von i beseichnet, in eine nach 



*) Liouville, Joium. de Math. T. XI: Lettres sur diverses questions 
d'anaijse et de pfajsique mathematique ponoenumt TeUipiolde, adroaa^ k M. 
F. H. SIsBobsi, DMzitaM istin, p. 261. 
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Integralen fortschreitende Reihe. Der genannte Sata ISeet sieh 

anch aiif folgende Art beweisen nnd in Beziehung auf einige PnnktA 

vervolUtändigen : 

Ans §.87 weiss man bereitSi dass 

Ejfi) 

für oder f*sc nicht verschwindet. Femer lässt sich 

auf fthnllche Art, wie der Beweis des obigen Besnhats geftthrt 
wurde, seigen, dass gleiche Wurseln nicht Torkommen 

können. Es ist allerdinffs nicht nothwendip^, diesen Satz, der 
nch von selbst ergiebt, wenn unten die Kealität der Wurzeln nach- 
gewiesen wird, gesondert zu behandeln; er wird dcsshalb abgetrennt, 
wdl er nur einen sehr einfachen Beweis erfordert. Der Beqnein- 
lichkeit halber sollen nur die Jf betrachtet werden, indem die 
anderen Classen von E sich durch Anwendung der Differential- 
gleicbungen in §. 84 und 85 behandeln lassen, wie die K vermit- 
telst (56, a), p. 213. 

Hätte K gleiche Wurseln, und awar genau p die gleich « sind, 
wihrend « sicher nicht h oder e wird, indem fHkr diese Werthe 
Dicht einmal eine einfache Wurzel existirt, so setze man 

A = (^ — a/sj |»>1, 
und findet dass auch ^ für = a verschwindet; aus (56, a) folgt 

dann dass und wenn man die Differentialgleichung wieder- 

holt differentürt, dass jeder Differentialquotient von K nach ^ für 
fAssa ITull sein mnss. Der p** Differ entialquotient muss demnach 
sich gleichfalls tn 0 verwandeln; dieser beginnt mit sHTp) und hat 

dann mir noch Glieder, wclclie Potenzen vou (ji--a) als Factoren 
enthalten. Da er fUr /a. = a verschwindet^ so muss » gleichfalls 
▼ersehwinden, daher durch f»— o theilbar sein, woravs endltch folgt, 
daas K gegen die YoraussetMing p+t Wurseln a enthält. 

Alle Wurzeln der Gleichung ^/^^ sind reell und 
kleiner als c. Der Beweis dieses »Satzes wird nach einer Me- 
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thode geführt, die Legendrc anwendet, um zu zeigen, dass die 
GleichuDg i**(a;) = 0 nur reelle Wurzeln besitzt (M. vergl. §. 9)j 
am ScbloBBe des enten Kapitels im §. 72 wurde bereits auf die m 

* 

diesem Zwecke erforderliche Verallgemeineriing des Httlfssatses 

▼on Legendre hiofi^edentet. Es stellte sich dort heraus, dass eine 
ganze Function f(0,xfj) von den drei Grössen co^O, mnOcoaxp, 
sin^sint/; von geringerem als dem Grade, nach den C und S 
entwickelbar sei, aber nur solche CT und S" enthalte, fUr welche 
f»<|». Was dort scUiessfich ttber da^ Verschwinden der dnrch 
Goefficientenbestimmung gewonnenen Integrale gesagt wurde, be- 
nutzen wir hier auf folgende Art: Bedeutet F eine ganze Function 
von cobO etc., also wenn wir die neuen Coordtnaten einführen Ton 
ftP, y^'— 6^*'— y", yc"— f«*yc'— (man achte darauf, dau F 
diese Verbindungen Ton ft und v enthalten muss) von niedrige- 
rem Grade nach diesen Grössen als dem so wird sich F nach 
den C* und S" von fs, und v entwickeln lassen, aber nur solche 
enthalten in denen n<p; setst man diese Grössen in die Prodocte 
von E wie im §. 88 um, so erhfilt man nur solche En deren Index 
n<.p' Man zerlege nun F in die acht, dort erklärten Theile; 
einer der Theile sei G, der also nur solche E enthält, welche den- 
selben Character wie G selbst besitsen: es wird für einen solchen 
die Gleichnng (a) des §. 88 noch gelten, wenn die Snmmation 
nach n sieh nur auf solche n besieht, die kleiner als p sind. Be* 
dient man sich der Regeln für die CoefticienteDbestiramung, so er- 
hält man sogleich den • • 

Hülfsatz. Bezeichnet 6 eine ganze Function von fiv, 

^(A^ — b^ ^b* — v% ^c^ — fi'yic' — v' vom p"'" Grade nach diesen 
GhrÖesen, die entweder keine Irrationalität enthält, oder durch 
j/fi'^h'^b*—v* getheilt, oder durch Vc* — ^' f c^IFgetheüt, oder 

durch — 6' v'^' — ~'t*'^ ~~ getheilt rational wird, und 
die durch Vertauschong von ^ mit höchstens ihr Zeichen aber 
nicht ihren Werth ändert, bo wird 



-v')G,Erp{fi)Ep{v)d€^Q, 
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wenn E je oacb dem EintreteD tod einem der vier auf die Irr»- 
tionalitäten besttgliohen Fftlle resp. K, L, M oder N vorstellt 

Um den Beweis unseres Satzes über die Wurzeln von £ mög- 
lichst einfach darstellen so kOnnen, betrachten wir önen bestimm- 
ten von' den acht Füllen fUr sich: es sei p geradci = g nnd die E 
mögen zur Klasse der K p^ehören; man darf den Htllissate dann 

natürlich nur auf solche G anwenden, welche ganze rationale und 
gerade Functionen in Bezug auf f* und v vorstellen. Setzt man 
snerst Q^l, to entsteht 

woraus folgt, dass Kgifi)Kg{v) wenigstens einmal in den Grenzen, 
also- swischen fi^b nnd fit^ e; y s 0 und y s 6 amn Zeichen 
Sndert, oder dnrch 0 geht: dies mag ftir s a geschehen, wo a 

notliwcndig eine reelle Grö^^se bezcielinet. (Würde dies für v = of 
eintreten, so ändert sicli nichts Wesentliches.) Es wird dann auch 
fft = — a eine Wurzel also KifA) dnrch a* tbeilbar sein, woraus 
folgt, dass Jr(y) dnrch y*— o* getheilt werden kann, also K(fi)Klif) 
dorch (^•—a*) (!>•—«•). Dies Prodnct 

ist wiederam eine Function der drei Grössen fiof, etc. nnd gleich- 
arüg den Kg, denn f**y* ist die sweite Potena von fiv selbst, nnd 

also jM-' + v' eine Function zweiten Grades von j/ft* — b* "^b* — v* 
nnd ^y. Man darf daher jetit 

ff=r (^»-«•)(v«-a«) 

machen, und findet nach dem Hülfssatze 

^^«-»•)jf;o«)ir;{»)öA« - o. 

6K(jä)K{v) ändert sein Zeichen nicht bei ^ = a, da (ji*—a^)K{jf*) 
es nicht ändert und p nicht a erreicht, indem fi, also anch a, iwi- 
sdien b und e Hc^i v swischen 0 und 6. (Hfttte man angenom- 
men, dase K(v) für y « es verschwindet, so verhielte es sich um- 
gekehrt.) Es muss also Kg(ji)Kg{v) sein Zeichen bei = ß, oder 
ß ändern, wenn ß wieder eine reelle Grösse vorstellt^ und dies 
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Frodaet daber aoßh noch durch (f**—ß*)(y*—ß^ tbeObar 8#UI* Seist 
man dann 

O =-((«•-«•) (^» - ß') (v* - «•) (»• _ ß') 

und fährt so Mai tort; so findet nuiu dass J^iif^)^^ i'^) iu ein 
Product wie das Vorstehende mit g Factoren, zerlegbar ist, also 
dasi K(ji) «elbst die Form annimmt 

wenn c eine Constante bezeichnet. Es hat demnach K{fi) = 0 nur 
reelle Wurzeln +«, nh/J, iy» etc., die zwischen 0 und c liegen. 

Wäre p eine ungerade Zahl » gewesen, ao iat Ku(j/^) durch ft 
theilbar, und man hätte im Anfange Q nicht » i , Bondem = /t» 
gesetzt; bei Betrachtung der L hätte man, je nachdem p = g oder 
p = u ist, am Anfange resp. 

gemacht, und ähnlich yerflfthrt man in den Übrigen Fällen; eine 

weitere Verfolgung derselben würde einer Wiederholung gleich zu 
ApUten sein. 

Es ist daher bewiesen, dass die Wurzeln der Gleickmng 

m=^o 

sämmtlich verschieden, reell, kleinw als c und weder c noch b 
selbst sind. 

§. 90- Die Angaben der Wärmetheorie, mit denen Lam^ 
sich beschäftigte, gaben ihm nicht Veranlassung ein zweites Inte- 
gral der DiÜ'erentialgleichung (56) für die E zu betrachten, während 
man nothwendig auf ein solches geführt wird, wenn man Lame 's 
Untersuchungen auf die Theorie der Anziehung überträgt. Lion- 
ville und der Verf. Mben glMohseitig*) Arbeit«in yerÖffentHchly 
in denen diese Lam^'^che Function zweiter Art eingeführt 

*) Lioaville*» Arbeit findet sich in den Comptes rendus T. XX, und ist 
albgeAmekl im LiouTille'aelMii Joimal T. X, p. 222 — ^228: Sur dtrencs (^ucstfosi 
d'wMdjp« «fc 4» ifefiif^ sutii^Bialita». Bi« wvtA» de« 12. Ifsi mi 2. iwri 
1845 gdesen. Des Yei^ Arbeit über Aasitlraiig und Wäipietheofie ieft im Orelle'- 
idMii Journale M XXIX (Berlin 1846) TerOfltetliobt, trlgt fibrig^ in der Unter- 
sMftdssDttsm ApiU IM. 
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Jrt; ae verhält mk 4«n C wi« 0 «a den KngelfiiiietiaMii 
«ntor Art 

Die Lani^'scben Functioiien der zweiten Art findet man aus 
denen der ersten nach der Methode des §. 31 ; da sie sich im Fol- 
genden anf ein Argument q besiehen, das awischen e nnd oo liegt, 
so sollen sie sogleich in Bezug anf ein solches eingeführt wer- 
den, und deshalb 

41= ^0 



nnd I SS 0 fUr ^ s e gesetst werden. Dann wird die Differential- 
gleiohnng fOae E(g) nach (56) 

so dass jedes zweite Integral F derselben Gleichung mit £ durch die 
Formel 

verbunden ist. Wähk man die Censtante a gleich 1, und F so, dass 
es für QSBoo verschwindet, so ist die Function «weiter 
Art F durch die Oleichnng 

bestimmt. Diese Function verschwindet offenbar für if^oo, 
Ueibt aber mit multiplicirt für f » oo endlich; in der Thal| 
beseichnet g^^ dieselbe CoDStsote wie p. 214, so fikagi die su in- 
tegrirende Function bei der Entwickekmg nadi absteigenden q 

mit^^^-^~**^ an, also das Integral in seinen Grenzen mit 

— J — 7T\' Daher wird f ür p = oo 
g^/ (211+1) ^ 

(58, <.)... ^..,.(,) = 

Verfolgt man das im §. 31 Gesagte weiter, so findet man dort, 
daaa Q hm eine Transcendente, nur einen Logarithmus entiiäU, 
der für alle Q mit derselben Verftnderlichen der gleiche ist; dieselbe 
Untersuchung lehrt hier, dass in F nur elliptische Integrale 
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der beiden ersten Oattungen vorkommen. Der Beweb 
soll hier nur A)r die Gattung ff der E gefUhrt werden, da er sich 
sogleich auf die anderen übertragen lässt. 

Da die Grense oo des Int^rals hierbei einige Unbequemlich- 
keit bereitet, so ersetse man sie vorläufig durch u, und serlege des 
Integral in die Differeni sweier gleicfagebildeten %ft(u) und 
wo snr Abkürzung 

^^^^ J yf^^^*ilF=^\K{x)Y 

gemacht ist. Heissen die sämmtlich verschiedenen Wurzeln von 
if(jp) der Beibe nach a, etc., so giebt die Verlegung in Partiai* 
brache 

wo sich das Summenseichen auf alle Wurzeln a, etc. besieht. 

Hieraus folgte wenn man nur die der bestimmten Wurzel a an- 
gehörigen A und B betrachtet, 

wo sich der obere Index ' welcher dem K angehSngt bt nach Ab- 
lieber Art anf eine Diffierentiation bezieht. Macht man 

so stimmt B mit 9>'(a) überein, und es folgt nach logarithmiscber 
Differentiation 

^^_J K' _ K-{x-a)K\ 

2q> x—a K {x — a)K ' 

anf bekannte Art ermittelt man fUr den FaU « s a den Werth 

von f y und findet 

q>'{a) _ _ (a?-a)y» if" (a)_ 

2y (a) {x - a) K' (x) + K{x)'^ M' (a) ' 

Nun benutze man die Differentialgleichung (56, a) für nach 
der für ^ s a 
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wird, und find«! (tat (#) di« fo^eadA Forne!, io der die Siuhim 
lieh wieder auf eile Wuraeln etc. besieht: 

£a seri^Ut demuacii iu eine Summe von Integraieu, deren 

jedei noch mit nraltipliciren Ut; dasj^ige welches sich 

auf a bezieht^ wird 

{x-tty\'x'-byj'~^/''^{«'-^ (x--a)]l^by^^y^'' 
Bekannte BeductionsformelD *), die man sofort dar«*.h Differentiation 
▼erificiren kann, seigen dasa der vorstehende Ausdruck sieh in 

▼erwandelt» also nur, wie behanfitel wurde, elliptische Integrale der 
beiden ersten Oattungen entliült. Somit ist t^(p) gotundeii; da aber 
für « = 00 nicht in übersichtlichor Form (irscheint; indem 
swar der zweite Theil des obigen Ausdrucka endlich bleibt, aber der 
ente und dritte unendlich wird und erst eine endliche Summe 
giebt; 80 verwandele man den auf elliptische Integrale «weiter Art 
führenden dritten Theil ffAr diesen Zweck durch die Substitution 

xss. indem man x =t u = ^ macht, iu 

I 

dz 



f 



**^l-b'i'\l-c*i' 

weldies bekanntlieh, oder mit UHlfe der eben gebrvaohten Re- 
ductionsfbrmel 



yi-6V)/i-cV 



J ] 1-^*4 Vi- CV 



liefert. Dieser Anadruok kann mit dem ersten Theile von (6) für 
X SS H zuaammengesetst werden, und giebt dann, indem 

*) z u. Abel, Oeuvres cutuplete» T. U, Chap. 1, Jf. 1U4, uu. Ii, 
■•iat, UwitUiucli d. Kug«iAincUoaMi. \Q 
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ftr ti 8SS 00 nch in ^« verwtndill^ «I« Bflitrag co tp(oo) 

Mttltipficirt man (c) mit (|;^~ y) ' rommirt über alle Wiiwda 
ß, Y ^ entstellt V'(oq) selbst. 

^ Vierte« Mai^itel. 

£ntwiokelang der Kugelfunctionen nach Lara^'acben 

Fnnctionen. 

§• 91. Im vorigen Ki^itel wurden die Functionen E volUt&ih 
dig defiiürt; es zeigte sieh, daes jedes einem bestimmten n ange< 
hörige Prodnct E(fi)E(v) nach C oder 8, welche sich anf das 

gleiche ?i beziehen, entwickelt werden kann. Man erinnere sich, 
dass in Bezug auf die Constante eine wenn auch wilikttriicbe 
Fettaetemg dnrch p. 234, e «sistirt. 

Es sei nun die Aufgabe gestellt /*"(») nach den Lam^'- 
sehen Functionen zu entwickeln, wenn s wie früher von deu 
Grössen w^, yf, Vi; nänilich durch (47, a) 

« 8sa»r,-^yjr'— l|/a;*~lcos9; (9>»V~~'Vi) 
abhängt. Setzt man x s=r cos^» etc., so ▼erwandelt sich s in die 
Grösse cosy der Gleichung (47). Es werden für 6, , etc. oder 
X, x^ j etc. die elliptischen Coordinaten fi, v, fi^, v^ durch die Glei- 
chungen (53; a) 

OS «8 yx —1 cos V = ^ — , . ■■- , etc. 

Ä y'xj— 1 cos ^1 » etc. etc. 

eingeführt, wodurch (49, a)- auf p. 175 sich in 

fVICCtl 

2 {-ir<cicz{/i,>']c:\^„v,i+s:[j^,v]s:[t*„i>,]i 

«MSlf 

verwandelt; nach den Gleichungen des §. 87 kann man jedes C 
oder ä> durch L am 4 'sehe Producte ausdrücken, die sümmtlich zu 
demselben n gdidren. L&ast man dieaen Index ala aelbat^rständ- 
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lich fort, so wird also P{z) als Function von fi und ir üe Form 

annebmeO; wenn // von fi und v unabhängig ist, und nur und p^ 
enthiät. Wegen der Symmetrie des Ausdrucks FQt) nach ^ und fi^ 
resp. nach v und V| muss aber dieselbe Grösse gleich 

S k" E' (fi, )E\v)= Sc' E' ifi) E' (v, ) 
werden, wenn k reap. c nur fi und v^ oder jU, und v enthalten. 
Die beiden ersten nach E{v) geordneten Ausdrücke, so wie der 
erste und dritte, welche gemeinsam nadi E(f$) geordnist sind müs- 
sen, weil gleich, auch in Folge des erweiterten Sataea im §. 86 
identisch sein , also 

h'E'{fi)==k'E'{tA,); E\v) = c' E' {v^). 
Aus der ersten von diesen Gleichungen folgt 

h » aE{fl^) k « tiE(ft) 
wenn a weder fi noch v noch f4^ also nur p^ enthKlt. Daher ist 

aL'(v)£(/.,)= r£(vj, 
folglich a=:bE{v^) wenn b eine numerische Constante vorstellt. 
Die Form der Entwickelung von P(s) ist daher 

P(s) = sb" r (fi) r(fA,) ET {V) E' ( V. ) , 

und es bleibt nur der Werth von b zu bestimmen. Zu diesem 
Zwecke zerfalle man beide Seiten in die früher oft erwähnten vier 
Theile, und betrachte beliebig einen, z. J3. den die L enthidten- 
den, der mit Berttcksichtigttng der Feststellnng Uber das Zeichen 
C^C[f^^^ v^l in §. 77, c, die Belation verschafit 

die Summe links über alle ungeraden u von 1 bis n genommen. 
Man wendet nun ein Verfahren an, welches man noch an ver- 
Bchieclenen Stellen finden wird; man fttge nSmlieh noch eine Glei- 
chung (b) zu ((/) , die aus (a) entsteht, wenn ^l^ und v^ mit jet^ und v.^ 
vertauscht werdeu. Das Product ia){b) multiplicire man dann rechts 
mit (jA^ —'V*)dtid(f links mit dem gleichen Ausdrucke sind dddtf/ 
und integrire rechts von 0 bis resp. rs, links von 0 bis ~. Be- 
rtlcksichtigt mau den Satz p. 2^: Ks ist J = 0 etc., so wird 

16* 
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reckte erhalten 

(c) . . . (6')'L*(^,)L^(/*.)L*K)L'(^), 

und links 

2 {auY C'u ^uf j V« Cu sin 0 dO tiy/, . 

I) 0 

oder nach p. 184, wenn fUr das Integral sein Werth gesetzt wird 



Die Gleichung (c) ^{d), wenn man nnd wieder in ^ and t 

verwandelt; d. h. 

mit (o) verglichen, zeigt dass 

oder dass 6' von $ unabhängig und = ~" JJfipi 

Hätte mau statt der L eine andere Klasse der E betrachtet, 
80 würde sich ein . ähnliches liesultat für 6 gefunden haben, so dass 
sich endlich ergiebt 

(59) . . . p* w = ^s^±E:{ti)E:(v)E:{ti,)E:(v,), 

die Summe rechte auf alle 3ii+l Functionen £ besogen, die su ii 
gehören; das obere oder untere Zeichen ist sn nehmen , je nach* 
dem das betreffende £ zur ersten und vierten, oder zur zweiten 
und dritten Klasae gehört 

§. 92. Es sollen jetst die C und 8, also die Functionen selbst 
aus denen besteht, diircli die Lamd'sclien Prodiicte dargestellt 
werden, und umgekehrt diese Produete durch die C oder 8; die 
allgemeine Form der Besultate ist bereite im g. 87 enthalten, und 
es bleiben nur die Grössen ß und k daselbst n&her zu bestimmen. 

Bezelchuet f irgend eine Function von v, so soll, in diesem 
Kapitel allein, J[ die GrössC; welche durch 

(6'+c')///-=^-«(«+l)vY 
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definirt ist ronteilen, «o dass also JE(v) nach p. 212 gleich — BE(v) 
wird. Öiud /*, , melirere Functionen von v so besteht ofi'enbar 
die Gleichung 

^if+n +A + etc.) = Jf+Jf^ + etc., 
and aa (§. 87) 

80 wird 

ähnliche Auedrttcke für JC», JSu, 48g kann man leicht liinaa- 
fikgen. Die Prodncte der rechten Seite K*[ia)K'(9) lassen sich; 
wie man aus dem schon mehrftich erwähnten §.87 weiss, wie- 
der in lineare Verbindungen von Functionen Cm mit geradem 
Index m verwandeln, so dass /ICg eine lineare Verbindung von 

C,| etc. sein mnss. Die Betrachtang von JCu lehrt Ent- 
sprechendes über das Verhalten dieser Grösse bu C^, C^, etc., 
so dass «ch sowohl fbr einen geraden als fllr men ungeraden Index 
m das Resultat ergiebt: Es hat JC die Form 

(o) . . . - JC^ = h, C^-^h, + Ä' C,_2 + A, C«+4 + etc. 
wenn die h eonstante, d. h. von /u und v unabhängige Grössen be- 
zeichnen. Die Aufgabe dieses Paragraphen besteht darin, die h 
in obiger Formel, welche das Fundament fbr das folgende bildet, 
wirklich zu bestimmen, und einen entsprechenden Ausdruck für JS 
aufzustellen. 

Die h kann man unter Voraussetsung eines speciellen Werthes 
▼on nämlich fUr fi » c bestimmen; nach f. 78 geht nämlich für 

diesen Fall C» in P>»(^) über, und schreibt man x zar Abkür- 

zung für so muss daher die Gleichung 

-JKM = *tf P,(a?)-|-A, P^2.f-Ä'P«».2.f. etc. 
bestehen, wenn die k dieselben Constanten sind wie oben. Es ist 
also die linke Seite ein Ausdruck der sich nach mit demselben 
oberen Index n entwickeln lässt; eine solche Entwickeluug kann 
aber (§.Ö2) nur auf eine Art geschehen, und daher aind dieik 
die Coefficienten bei der Entwickelung von — ^P» nach 
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den Pm* Um die GrOtse m Inlden, detet naa nadir iler ErkU- 

ruog, (wenn P ohne Index iramer P^ix) ist) 

und verwandelt die Glieder der rechten Seite, indem, man bx fUr 
V sabstituirt nnd dieselben sertheilt reap. in 

— »(» + 1)6*«'^. 

Die Summe der untereinanderatehenden mit multiplicirten Glie- 
der vereinfaeht sich durch die Differentialgleichung (39) der.P in 

{ß) ... fi(»i+i))P, 
während der, 6'— enthaltende Theil durch die Anwendung der- 
aelben Gleichung den Werth 

annimmt. Es ist also 

dP 

hat daher noch .nicht die verlangte Form,, weil und ausser- 
dem eiii x im Coeffidanten enthaltendes Glied in (r) «rseheiift» 

Zur weiteren Reduction bedient man sich zweier Formeln, von 
denen die erste durch directe Differentiation von 

m 

erhalten wird; dadurch entsteht 

dP^ . , X .r' - 

und durch Addition die erste Formel 
Die aweite Formel ist (42), nach welcher 
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wird; und mit Anwendung dieser gelingt die Keduction. Et ist 
nämlicli 

^^=r^- ^1 

+ — (SrHj — '-»5 

. •'• (n + m){n + m-l)m 
hierdnreh gelit (}^) in folgende Form über: ' ' 

+(«— m)(n-»-l)i»,+,+(ii+iit)(il-iii+l)i»^]. 

Dies ist noch um (ß) za Tcrmehren und durch 6'+c' zu dividiren, 
wexi9 --JF entstehen sollj setzt man aur Abkürzung 

indem zwar Torläufig A in den Formebi erscheinty sp&ter »ber nur 
X*, also X, so entsteht 

(ö) ... '--JPA^) = l (nin+l)-m')P^{x) 

^ {n — m){n — m—l) j^p ^ ^ in+m)in+m—l) ^ 

und hieraus schliesslich 

(6Ö)... -JC = K»(«+i)^«iOa. ^ ; j 

80 das8 die Operation J an den C angebracht nur eine lineare 
Verbindung von drei verschiedenen C erzeugt: nur h^, \ und Ä' 
besitzen einen einfachen, von Null verschiedenen Werth. 

Die Gleichung (60) besteht noch; wenn man alle C mit S ver* 
tauscht, während die Ableitung des auf diese Art entetehenden 
Ausdruckes eine Modification erfordert Man findet durch dieselben 
Mittel wie oben, (a) entsprechend 

(«)t.. — i/^»«i^;$»+4,£(»^2+A'S»^+etc$ 



Digitized by Google 



248 It. Theil. Yieites Kapitel. 92, 60. 

die BestimiDUog der h erfolgt wieder» indem imii fbr ft> einen be- 
sonderen Werth setzt, wobei zwei Fälle zu unterscheiden sind. Ist 
zuerst m ungerade u, so wird für fi = b uacii 78 

Ä46,v)«(-l)'"^V,(^), 

sIbo 

= Ä,/'„(-^)-^P„+2-A'/'„-2+etc. 
Durch VertaoBcbung von 6 und c in der vorigen Kecbnung ent- 

steht offenbar die Formel (d), wenn x in derselben — bedeutet 

c 

nnd c'— 6' mit 6'— c' d. h. k mit —X verkauscbt wird; et folgen 
a]so dieselben Wertbe ftlr ft, und V wie in (60). 

War aber zweitens m gerade, = ^, so verschwindet Sg für 
ft^b, und man ündet erst wenn man nach Division durch j/p^^-^b* 
den besonderen Werth ^ » 6 setst fbr 8fj^(^*— 6*)^^ «inen Werth, 
welcher nach Forllassung Ton Constantei die kein g enthalten 

<-"'» (^) 

whrd. Man wird daher (#) durch yft*—b* dividiren, und da J nur 

eine DiflGsrentiation nach v invoWirt, also die Gleichung besteht 

1 er 
J8 = J- 



so musB man die h so bestimmen, dass 

= V?E5[A^X7)-'»+2)A.^,+2-'ff-2;A'P,,,+etc.] 

wird. Mtfcht man — « », f i^^lv ^' ^^^^ Festsetzung 

für das Zeichen ^ 

[p>)((v--^')(,'-c-)5J+,(2»'-^'-c')§)+2(,'-6>«-0 g ^M')]; 
der erste Theü der rechten Seite ist schon durch (60) bekannt und 
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gleich 

10 daM mr sock dor swoite m natomchen bleibe welcher 6'+c' 
im Nomier enthilt. DSeier Terwaadell lieh in 



so seiner weiteren Transfonnation sind die Formeln schon fertig 
entwickelt: durch dieselben wird der Antdmck in der eckigen 
ParentheBe der Beihe nach die Formen annehmen: 

^ 2? 

Vereinigt man die gefundenen Werthe, so wird die linke Seite 
von (J) getheilt durch v einerseits 

gh.Pg- {g+2)h, P^^,- (flF- 2)A'P^.,+etc., 
lodreneits aber 

-ig(n{n'i-l)^g')Pgi-^^^{n'-g)in--g-l)XPg^^ 

so daes die Vergieicbung beider Formeln dieselben Werthe der 
h Teracbaifty die sie in (60) hatten, und dadurch bewiesen ist, dass 
in der Formel (60), es mag m gerade oder ungerade sein, 

alle C zugleich durch S ersetzt werden können. 

Die hier mitgetheilte Ableitung der Formel macht zwar noch 
immer einige Rechnungen n5thig, ist aber w«t einfacher als die 
mprUngliche im 56'*^" Bande des raath. Journ. welche auf Ent* 
wickelangen beruht, die unser Werk beschliessen werden. 

§. 93. üm nun zu dem zurückzukehren, was am Anfange 
des §. 92 als der Zweck der vorhergehenden Rechnungen angege- 
ben war, betrachten wir jede Klasse der £ gesondert, und behau- 
dsltt «ne willkttrlich ausgewtthlte, die der IT, aueiübrlioh« Ana 
9.97 wird die Gleiehang 
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ZU Hülfe genommen, wcK-iic ö-f-1, den versc liiedenen 0 = 0, 2, 4, etc. 
angehörende repräsentirt. Nimmt man eine zweite, wolcke sich auf 
den Werth g^p beniehti der eko gleiefali^na gerade nt, nänrfick 

binzu; und bildet 



TT 3f 



0 0 

n 



weicbes Null ist; so lange p und g verscbieden sind^ dagegen ^iöZZTÜT 

für p = g, berücksichtigt auch den Werth von J im §. 88, so wie 
die Festsetzung (e) ebendaselbst, so folgt dass 



*— (7 



▼enchwindet, so oft p von g veiecbieden ist, iber gleich wird 

sobald p==^^g. In der Folge ist es bequemer, statt der Ruchstaben 
fi andere, einfach mit ihnen zusammenhängende a einzuführen; es 
wird definitiv gesetzt 

I 

wenn Om wie bisher die numerische Constante (49) vorstellt. Das 
so eben von den ß gefundene Besultat auf die a übertragen lautet 
dann: Es ist 

(61, ö)... 2:aa=0'^ =1- 

Grössen a welche (Gl, a) erfüllen hcissen Coetficienten 
einer orthogonalen Substitution: hängen willkürliche Ver- 
änderliche x^f x^, . . . x„ mit ebenso vielen Grössen g^, g\ . . . 
durch lineare Gleichungen an der Zahl c-^-t susammen, die aus 

entstehen, wenn man ä* alle Werthe 0, 1, 2, . . • 0 der Reihe nach er^ 
iheilty 80 drückt (61; a) die nothwendige and hiareichende Bedingaig 



Digitized by Google 



|l93, 61. U. Tbeil. Yicrtes KApitel. 351 

aoB, damit 

sei. Da die Gleichungen e wischen den x und ^ nach x aufgelöst 
geben 

* —I) 

10 werden ausser (Bl^a) noch von selbst die beiden Systeme 

bestehen, wenn < eine Ton « vetscbiedene Grösse beseidinet. Dies 
lebrt, dasB jedes Prodnct K(fi)K{v) sich dnreh die Snmmei 

welche über die geraden Zahlen g ausgedehnt wird 

(61,6)... r(^)«'(»)«/lgi^°<^^^C, 

darstellen lässt, wenn die a dieselben Grössen sind wie 

in (61). 

Dadurch dass man weiss, die a seien Coefficienten einer or- 
thogonalen jSttbstitation sind sie noch nicht bestimmti und erst im 
Bichsten Paragraphen sollen die scbliessUch bestimmenden Eigen- 
schaften derselben entwickelt werden: vorlttuBg kann, als Ergllnzung 
des §.87, erwShnt werden, dass fUr ^ ss <; folgende Entwicke» 
lung von einem E nach den P« erhalten wii-d: 

r(c)A->) = |1glT'»3.yi^-i'.(y> 

Der Formel (61, b) sind noch drei andere hinausoAlgen^ welche 

wohl, ohne Wiederholung;^ der vorstehenden Betrachtungen, einfach 
mitgetheilt werden können. Der Buchstabe ß ist nicht mit dem 
sm Anfange dieses Paragraphen benutzten, der nicht weiter er- 
wihnt wird an verwechseln, sondern wird, so wie y und S ent- 
sprechend dem a gebraucht. Bedeuten auch S Ooeffi- 
cienten gewisser orthogonaler »Substitutionen, die so 
beschaffen sind, dass man hat: 

»--^1»— ö »i^«— 0 *— a 

. , £ ßlßl = S /uyl = 2 S^dj, = 0 

«=3l «=«1 

4en| «st «ssS 
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WO II und 9 venobiodene nngferadc, g und p verschiedene geradt 

Zahlen von 1 bis n bezeichnen, so wird 



in a_i 



DsBS die Producte zweier Lam Aschen Functionen sich durch Um* 
kehrang dieser Gleichung nach Art Ton (61, b) darstellen lassen, 
folgt Ton selbst. 

§. 94. Mit beiden Seiten von (61) nehme man nun die Ope- 
ration — J vorj und berücksichtige (p. 245), dass 

ist, dass andrerseits -:-JCm durch (60) gegeben wird. Dann ent- 
steht für ein gerades p 

(•)... jin(ni-X)^')CfrHß^K*»^^)jC^^ 

Mm flndM'nilii die noch fehlenden BesiehungeU itwiseh^n den a, 
wenn man diese Gleichung mit (61) des vorigen Paragraphen 

und auch noch mit tmddOdifj multiplicirt und zwischen 0 und ^ in- 

tegrirt, also durch eine Behandelung der beiden jetat vorliegendeq 

Gteiehungeu, welche der Metbode des vorigen Paragraphen ganz 
entspricht. Nacli der Integration wird die linke Seite im allge- 
meinen Null sein; sie verschwindet nicht, wenn g mit p oder p+2 
übereinstimmt, d. b. wenn die Grösse p entweder ss g, oder g-^ 2, 
oder ^—2 gesetst war, so dass man erhSlt, erstens ftlr p s ^ 

2(«j)»ft* = K«(«4-l)-A 
zweitens für p = ^4-2, für welchen Fall C^-i in (a) gleich Cg wird 



Sa" 
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mMl wnm man fttar die a ibre Werlii» benotit 

Wurde man drittens ps^— 8 eetseo, lo entat^t nichta Neaes. 

Ist viertens p weder y noch ^+2, ao erh&It man 

2aJoJÄ' = 0. 

Im sweiten oder dritten Falle mnas anf eine Ausnaiime aufmerksam 
genaciit werden, die sich im sweiten Falle iUr p a 0 evgiebt, in 
welchem ff« nur die Hfilfte des Werth es hat, den wir dafllr aetaten; 

im dritten Falle würde dieselbe bei und p s 0 stattfinden. 

Dann redueirt sicli die linke Seite von (a), indem = CL2, auf 

awei Glieder, und mit ist X^^~-~ maltiplicirti also 



«i>''2n(ii+l)(«-l)(n + 2). 
üm diese Resultate möglichst einfach ausiudrttcken, fiihre man fQr 
gewiase numerische Goefficienten eigene Buchstaben ein, deren 
Quadrate, die in spSteren Formeln auftreten, der Raumerspamiss 
halber, gleichfalls eigene Zcicheu f bekommen. Damit man alle 
Festsetzungen, die liier von Interesse sind beisammen 
habe, so wird folgendes Schema gegeben, in dem man die Eocentrici» 
tit e, die also b entspricht, nicht 'mit dem neuen Buchstaben Cm 
verwechseln mag. Die obigen Resultate sind sugleich in den neuen 
Bucbätaben ausgedrückt: 

4c2 = 4<« = («— (»i> 0)j 
4c: = ^» = 2»(«+l)i 
«»+«-.-1 = cÄ+ci-i = H»{n-\rl)—m*)i (m > 0); 

SeAuiSt'^O (Us AlI g Mwhs a ; i wgisw M n i;) 

«=ii ^ *' 

*^ =*.i {9^% 
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Dies Schern«, welobw mar di« bereits nbgetoitettii.eli» mA 

Bof die K Iwe i e h e nd e n Formehi entbält, keim mtn noch forteetien, 

indem man für die L, M, N die ähnlichen, durch gleiche Mittel 
aufzufindenden Resultate hiazofügt Bedeuten wieder u und t un- 
gerade Zahlen y so findet man die Werthe der SummcDy welche 
sich auf jene Klassen besiehen, durch Bnchstaben-Vertatisohiing 
nach dem folgenden Schema, zn dem imr noch die swei Ansnaimv^ 
fälle hinzuzufügen sind , welche sich ebenso auf « = 1 beziehen^ 
wie oben ein besonderes Kc&ultat für g^O vorkam. Man hat 

und das Schema cur VertaaschUkig der Bnebstaben: 



K L M N 

a ß Y S 

«ssO, ... a 1=1, ..,«— a ...«—<; « = 1, ...0 



Dnrch nneer System von Gleichungen werden die a voUstliidif 
bestimmt; wttrde mannSmlich die orthogonale Snbstitution des §.93 

machen, so würde durch dieselbe J^^i y"!^" in folgenden Ausdruck 

übergehen mUssen: ^. 

(62) ... S Ä>'y^ 

wo ftlr ein gerades n offenbar Cia yerschwindet. (In obiger Glei- 
chung tritt ein und derselbe Buchstabe wie man sieht nur in 
drei Gliedern auf.) Es bleibt also die Aufgabe zu lösen: Wie ist 
die orthogonale Substitution beiichaffen^ durch welche 
die rechte Seite von (62) die Form der linken annimmt? 
Für uns ist es überflüssig, die 5? selbst zu kennen, indem wir nur 
die CoeiBcienten a gebrauchen ; doch findet man die k bei Lösung 
der Aufgabe gel^entlich. 
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§.94^62. ILTbtta TltttoiKipM. 106 



lii«r vori^mmide A«%abd ist ein tpceieUer Fbll d«r all- 
gemMnereo, vielfach behandelten, ebe homogene Fnnction «weiten 
Grader Ton x^, x^, ... Xa durch eine orthogonale SohBtilntion in 

die Form der linken Seite von (62) zu transformiren. Es wird die 
Theorie der Trausformation als bekannt vorausgesetzt; mau ün; 

sie mit Angai»e der Quellen in ^em Terbreitcien Werke von 
^Uaer*) und nevere Unterenchnngen von Weierstraas **) in 
den Monatsberichten der Berliner Akademie. 

Wendet man die allgemeine Theorie auf den hier vorliegen- 
4^ specielleu Fall an, so ergiebt sich dass man folgende Deter- 
vpnante,. die f(i) heisaen mag zu bilden hat: , : » i r 

« Äc,c, 0 ... 0 0 ,0 

AcgC, £,-f«i— » ^Cf*?! ••• ^ ^ ^ ^ 

0 Ac,c, c,-f e,— « ... 0 0 .0 



0 0 0 ... ^^c^ 

0 0 0 ... 0 ^o,_,r,„., 

Die Grössen, aus welchen ilie Determinante gebildet werden soll, 
sind also so beRchaflfen, dass jede Verticalreibe nur drei Glieder 
bftt die nkht venohwinden, nämlich ausser dem in der Diagonale 
beiadlidien Gliede ein dartther- und ein darunierstebendea 8o 
wd s. B. di« (m+i)*« Verticalreihe ausser dem Gliede ni der 
Diagonale 

+ — S 

' im , 

noch als unmittelbar darüber und daruntersteheudo, resp. . ^ 

enthalten, .im, Jibrige« m^e, Crlie4er P; , di^lbpn .a^eL ,0rj^>lS!S|i,,ip; 
geben das ernMihaite Glied der 'Diagonal^ in, der (m+l)'**^ Horizontal- 
reihe, die gleichfalls im übrigen nur Glieder 0 enthält. Die erste 
und letzte Horizontalreihe und Verticalreihe sind voi^^^di^f^^, 
aetse ausgenommen, ip4m sie yf\ß Ultimi, obei( s^hli nif^jcwcp 
yemchisden« Güoder enthalten. 

*) Theorie und Ainvendnng cler Detenuiuanten. Leipxig, 1857, $. 15. 
**) 4.1l«nl86& fi«rliu U}&9, a. 207. 
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256 IL Theil. VIertflt Kapitd. ^ 95, 62. 

Die W«r«eln der Gleiehung f{ft)^0 lind. dann g«rftde 

die St, 

§. 95. Eiie wir mittheilen, was aus der aUgemeinen Theorie 
fükt die Coetficienten a der Subititation Mgt, deren EnBitle> 
hing Endsweck unserer Unterracbangen seit dem Anfange des §. 92 

war, wollen wir die Gleichung = 0 näher betrachten, und 
zwar um zu zeigen dass sie ungleiche reelle Wurzeln hat, und fer- 
ner, nm die Herstellmig Ton f{z) zu erleichtern. 

Nennt man die Determinante f{») hier Da+t und bezdehnet 
mit Da die nächst niedrigere von der Ordnung er, in der die letz- 
ten Glieder fehlen, ebenao mit Da-i die von der Ordnung a — 1, etc. 
so hat mau folgendes iSjstem von Gleichungen 



Man setze x für — », und denke sich die Zeiclicii reihen der 
Functionen von x, D^, j D^, , . . Dg^i gebildet, wie sulchea bei 
fifturm zu gesehehen pflegt. ist immer positiv; alle D entbal> 
ten als Factor der bOebsten Potenz von x genau 1, so dass sie 
für X = oo das positive Zeichen besitzen, dagegen abwechsebde 
Zeichen, also c+l Zeichenwechael, für x = — oo. Während x von 
— op bis oo wächst, gehen daher a+1 Zeichen Wechsel verloren. 

Da Tt positiv ist, so wird eine mittlere' Function Dm nur ver> 
schwinden, wenn ihre Machbaren D«-! und entgegengeselitft 
Zeichen haben; zwei benachbarte Functionen können nicht ver- 
schwinden, weil sonst alle D verschwinden würden, was offenbar 
unmöglich ist. Man sieht ein, dass wenn die nuttlere Function Dm 
dureb 0 geht, kein Zmcbenweebsel verloren oder gewonnen we^ 
den kann, indem, welches Zeleben audi zwischen die beiden, Dm^i 
und D^j^i beim Verschwinden von D«, angehörenden, die resp. + 
und hF gesetzt wird, immer von Ü^M-t-i bis Dm-^x ein Zeichen- 



Digitized by Google 



$.95» 62. ILTlifil. T^aKi^taL 257 

fwbiel «tettfiiKtot Es kitanen alio nur ZeichenweabBel vencBwiti- 

den oder gewonnen werden wenn Da^i selbst durch Null geht; da 
tf+l Wechsel verschwinden, so geht Dai-i wenigstens a-\-l mal durch 0, 
kann aber nicht öfter Tertchwinden , da sein Grad a+1 betrSgl^ 
renehwindet daber genao ftlr a+1 versebiedene reelle Wertbe. 

Hierdurch ist der Beweis des Satzes geführt, von dem schon 
§. 83 gehandelt wurde. Es war Idar, dass im Allgemeinea die 
Wnrzeln der dort behandelten Gleichung verschieden sind;* wenn 
sie Terscbiedefi sind gelten alle Betracbtnngen bis an diesem Para- 
graphen: die Gleichung Üa+i = 0 hat dann, also in nnendücb Vielen 
Fällen von /. dieselben Wurzeln wie die frühere, stinnut folglich 
mit ihr Ubereio, da die linken Seiten beider Gleichungen rationale 
Functionen von fr nnd c sind. Da femer Da^i nur verschiedene 
reelle Wnraeln besitat so lange x positiv, z, H. wenn fr nnd e reeß 
ist, so hat auch die ursprüngliche Gleichung reelle und verscbiedene 
Wurzeln, und kann nur glelclie bekommen, bekommt auch wirklich 
solche iriö man sah, wenn 6 und c gewisse imaginäre Wertbe er- 
halten , ein Fall, welcher bei uns nicht eintritt. 

Dass die Wurzeln unserer Gleichung reell sind, hätte man 
schon als Folgerung den allgemeinen Sätzen über solche orthogo- 
nale Substitutionen entnehmen können. Auch Uber die Grösse der 
Wnraeln kann man einigte Schlüsse aiehen, z. B. dass von allen D 
gerade Dg^i die grösste Wurzel x enthfilt, und dann zunächst Do etc. 

Nach den obigen Andeutungen wird man sehen, dass F(z)j die 
Function welche, gleich Null gesetzt, die 9i zu Wurzeln hat, als eine 
Determinante wie die frühere f{x) aber vom o**^" Grade auftritt, nnd 
zwar entsteht me aus der vorigen, wenn man im Schema p. 255 die 
erste Horiconthl- nnd die erste Vertikal -Reihe fortlfisst. Es wird 
also Fiz) = Ja \ i sein, wenn man Grössen J successive durch die 
Gleichungen bildet: 

4 = 1» 

4 ♦ 

B»Ut, Haidtadi d. EufdAmoilMMi. 17 
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258 if. Tfteil. ViertM Kapitel. §. 95, «3. 

80 das« Ja+i : 1 den fulgendeii Ketfettlmieli gt«lit; ireleber von 

selbst au der gehörigen Stelle abbricht: 

Fiz) 1 * • 



(63) ... 



#,+«4— »—et«:. 

Hierdorch ist die HerateUoDg der Gleichungen #*(») »0 und f(») = 
velcfae die $t und ^ zn Wnrseln babeo, etwas leichter {Hraktbcfa 

anszufiihren als im §.83 — 85; sie nelnucn an der gegenwärtigen 
iSteUe, an welcher 6 und c nur in der einen Verbindung x vor- 
kommen ^ eine andere Form «n ala in den früheren Paragraphen, 
wp b und ü in p nnd q anftreten. Dass auch F{i^ = 0 yerachiedene 
und reelle Wurzeln hat zu beweisen, wird Uberflttssig sein, da 
die i'ilr f{z) angewandte Methode sich fast wörtUcii ^uf F über- 
tragen Usst 

Die Determinanten, welche die 2 und KM als Wanseln beaitsea^ 
m{(gen resp. q>{z) und sein, zu denen resp. C nnd F dieselbe 

Beziehung haben sollen l) und J zn f und F. Es sind dann 
^ und ^l^ die Determinanten, deren Anfang hier iolgtj. das ^bere 
Vorzeichen besieht sich auf gt, das untere auf 0: 



und zwar wenn man setzt 

so ist €p = C»^, 0 = /!i-a* Daher ergiebt sich folgender Ketten- 

bruch, der gleichfalls an der gehörigen Stelle von selbst abbricht: 



2 " • XV4 



etc. 
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8. 9^ 69. n. Tli«il. Viertes Kapitel. 

WMdet man (63) und (63, a) auf den beflondem Fall fr » 0 

an, für den x sich in l verwandelt, so kennt man bereits die 

etc. kann also f, cp, etc. von vorn herein bilden und hat auf 
diese Art die beiden Kettenbrttche (63) lür A =s k ss 1 snnnnirt 
8o findet man ab Snmnie von (68) nach §. 82 fUr ein gerades it 
den ersten, für ein nn|^radea n den sweiten der beiden Antdrtk^e 

. ^ ' {i~r)(z-\'')...{z -(n-in 
far (GS, a) ergiebt afch bei geradem resp? tingi^radei|i' fi 

(»-.l«)(a-3*)...(«^n') 



»(»-2')(«-40...(5~(«-lO 
§. 9G. Es bleibt noch übrig die Werthe der a, ß, etc. auf- 
zustellen; die vollständige Aug.ibe der sich auf die K beziehenden 
Grössen, alao der a allein, genügt, da die Uebertragnng anf die 
ttbrigen Klassen der £ einer Wiederholung dessen gleich kommt, 
was Uber die K bemerkt werden wird, üni das Resultat, wie es 
ans der mehrfach benutzten allgemeinen Theorie folgt, hier anzu- 
geben bezeichne man, wie es Weierstraas thut, eine Unter-De- 
terminante von f{z) von der Ordnung <r, welche aas durch 
Fortlassen der Horisontahreihe und der /^^* Verticalreihe ent- 

a ft aß ß a 

Steht m\i f{i), so dasa f(z) — f{z), durch den Differential- 
quotienten yon fiz). Dann ist 

II ?! a\ l a n 

also (cf. Baltzer Det. §.15, lü, IS. 94) 
allgemein 

M-t-l m { 1 

bis Ms so dass sich schliesslich (61) in die Gleichung 

17» 
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II. Tk«a VtoHot Kufttti; §. 97, 63. 



verwandelt; (wenn man niimlicli 2im — 2 statt g einfülirt nni der 
Formel eiufacbere ludicea 2U gel»«u)» und 4asi U|Ugok.elirt oacb 
(Qifb) gefandea wird 



m f 1 M-f 1 



Es ist endlich noch zn erwfthneni dass die (0+^)* Qnadratwnneeln, 
welche in den so entstehenden ir+1 Formeln auftreten, sich auf 

(7 + 1; ('ii>' jcdea ft' eine einzige) rediiciren, da nach eiuem eiu- 
fachen Satze Uber Partialdeteruiinanten 

a a fl fi u fl 

7(«)./'(Ä) = (/*ao)' 

gesetzt werden kann. 

§. 97. Die Theorie, welche in diesenn Kapitel anseinander- 
gesetzt wurde, mag dnrch einige nnmerisclie Rechnungen erlüntert 

werden, welche sich auf die ersten Wertho von n beziehen; der 
Fall n = 0; der nnr ein eonstantcs K, so wie « = 1, der. nur ein 
K, L, M liefert; wird fortgelassen und wir beginnen mit fi «=; 3. 
Mao yergl. hier die nnmerischen Beiitpiele .in §.83 — 85. 

1) « = 2; = 3, *, = 1, 

2) « = 3; = C, =1, ^ = 1, 

3) « = 4; äIO, «.«»1. #,«2, 

4) ««6; #, = 15, =7, #,«6, = #^ = 

5) 11» 6; =21, #,=10, #,»9, «V, ^ *5 8- 
[Für ein festes n geben .] , etc. die Ditferenzreihe |, j, etc.J 

Es sind nun die Ketteubrttche des §.95: 
1) ii»2 

^ J 

1 — » 

. 
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2) if = 3 
F(i) 1 



4—» 

»)_ j 

6A 



*(») , 6 



3) 11 = 4 



10—«— 



7x 



2 — i 

(p(_z) ^ 1 



4) n = 5 



T * 



2Vx 

13 — « — 



7—» 

SK*) _ J 

^_J^ 



I±_, 4* 



5} «»6 

F(z)_ 1 



3) 210x 

— W 



19— a 



13_a__i 



i*X 



3—» 

0(3) ^ 2U 



t ■ 17 



Aus dieseo KctiettbiilclfCD ergeben sich ilie Gröeseu F, f, ip und 
4» wie ibln^: _ . 
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2^ II. T heil. Vierte« KapiteL §.97, 63. 

1) » = 2 

F=l— * 

/ ä3 — 4*+*' — 3* 
5+3X 



3 



0 = « 

2 

2) »= 3 

F«4 — * 

33— 15x . 9il . o i\ I t 
9» j + + 

3) »»4 

f e 160— 160x— 116s+52jrs+80s*— 

y = ' -. (16+6A)»+»*5 etc. 

Fflr 1 « » B 1 eototeht wenn s. B. »85 oder 6 genommen wird: 

_ F _ (s~4)(»-16) 

r - (»-l)(»-9)(»-.25) 

jp_ (»-l)(*-9)(*-25) 
0 »(a — 4)(»— 16) 

^ ^ (»-l)(a-9)(;s-25) 
fi_.o, ^ = »(»-4)(»-16)(»-36) 

Jp^_ (»--4)(e>-16)(«-86) 
0 (»-l)(l-9)(»-.26) ' 

üffl die Formeln füt f, rp, F in unserer Gestalt mit denen tob 
Lamö zu vergleichen, mögen die von Lame für dieselben Func- 
tionen auB §.83 — 85 hinzugefügt werden; 0 folgt aus durch 
Vertanschnng von A mit A. Mach Lam^'e Methode wnrde i. B. 
filr fi SS 4 gefunden 

0 = — 4) (a — 1 6) + 1 mqz + dOü (s — 1 6) 
0 « ( p (» - 1) - 3 O (p (» 9) 7 c*) +Ö4f 
0»p>-.l)(a-9)+2iHf, 



* 
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§.98, 63« I|.Tkait Mllti Xifital. 263 

GleicbuDgen, welche sich in der Tbit resp. to f^Of^a:^0, F^^O 
Ter wandeln, wenn man für p und q die Werthc r\ 6'c* setst 
Die in (iieaeni Kapitel mitgeUieiiten Untersuchungen rühren 
vom Verf. her, und sind zum grösseren Theil im 56'*" Bande des 
Boreker^l'MÜHst JentseU leitgelheih.worden^.ersolieiiien aber liier 
YoreittlMht unll ▼ervoUstindigt; Terseliiedeiie Vorseiohen an des 
beiden Stellen bind durch ver6chi«denc Festbctzungen über die C, 
et«. 9U erklitreot 

Dirichlet's Beweis dasa Functionen zweier Veränderlichen 
nach Kugelfunctionen entwickelt werden können. 

§. 98. £b sei f(fi,9ff) eine von 0ssO hwO^n undTon^sO 
bis yf willkttriich gc^gebene Immer endlicbe Function; läset 
dieselbe sich nall^h Kugelftmetionen entwickebi also sich durch eine 

Doppelsumme 

f{e, xp) « "1* J?"p:(co8Ö)(c:co8iiii^+tt8iniiiv) 

darstellen, so ist die EntWickelung, wie man bereits aua |*72 weiss, 
Bur auf eine Art radgKcb* 

Um den Beweis hier nocli einmal auf ciuc von der früheren 
«iwafl verachiedcno Art zu führen, sammele man alle Kugdfanctio- 
oea, die dasselbe n haben, und nenne ihre Summe X*, dann wird 
X* eine Fnoclton, die in Besug auf 6 und ^ naeh dem Ausdmdce 
des §. 66 zur Gattung P" gehört, d. h. die gans und Tom n**" Grade 
Dach cos^j sin ^ cos sin ^ sin ist, und der partiellen Differential- 
gleichung 

genfigt; man kennt auch dia allgemeine Form einer Function di6 
sur Gattung der P" gehört, nünsjich. 

(d) 'S*IC(cb^co8Siv+ABinfliyr)« 

mssil 

£s ist daher zu »eigen, dass eine JTuactioii fift^^y aieh auf 
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eine Art allein in eine Reihe 

(c) ... f(d, tff) a Jlf»+X»H-X*+elc. 

entwickeln lässt, tlcren n^*"* ülied zur Klasse der 
/** gehört. 

Ist dies bewiesen» ist alse bei gege ben e m f die Fenctioii X* 
ftkr jedes gance nicht negative n beetiaiml> so 'folgt nttmlick unF* 
mittelbar, dass auch die Ooefficienten von costntff nnd sinint^ in der 

Entwickcluug von X" nach Sinus und Cosinus der Vielt'acheUj daher 
auch die c und k in der Formel {b) bestimmt sind. 

Um den Beweis m fahren neigt man an erst mit Laplace*) 

/ ddj A"r"Bin^d^ 

immer TerBchwtndet, wenn m von fi verschieden ist und F"* Irgend 
eine zur Classe der nach $ und tfß gehörige Function bezcncli- 
net. Multiplieiit mau dazu (a) mit Y*^ Bin 6 dOdifj und integrirt in 
den Grenzen» eo wird das — n(ii4-l)tache des Integrales gleich 
^er Summe zweier Glieder» nämlich von 

in denen nach zweimaliger Integration durch Thefle, wie sie sehen 

öfter in ähnlichen Füllen vorgenommen wurde, sich nur die ludices 
n und 1» gegenseitig umtauschen, so dass die Summe der beiden 
neuen Integrale das fache des gesuchten giebt. Das 

'ft(n+l)facho einer Qritosc kann aber nur gimch dem M(m+I)ftMihcAi 
derselben werden, wenn die Grösse Null ist. 

Wir verstehen unter y wie früher eine aus 0, 6^, tp-^^^ ss q) 
durch die Gleichung 

cos as eoBd cos dg'^-ewid sin 0g eoBip 
zusammengeiietzte GrOsse; indem F^(cos/) selbst nur Klasse derf* 
gehört, schliessen wir weiter mit Laplace: £s ist 

J«/''d»siny""Vp'''(co8y)# == 0, 

0 0 

so lange die ganzen Zahlen iti nnd'u nieht gleieh werden* 



*} Mtmouen tc^i 17J&2. . & 163. 
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Zweitens suchen wir mit Legcndre *) den Werth von J auf 
wenn m ». Multiplicurt man cUzu (6) mit 

P'*{co&y) = Jl?(— 1)"* alP« (cos ÖjiC (cos öj)co6w(i// — y;,) 

imd «il Mitf fo «ird.Baoh IntegraAioii in diu GffdUMMii mit 

HiOl« von §. 72, p. 184, der Werüi yob J für m => n 

^ o bmI dem Werth« Ton JT" wenn 6 und tff^arin mit 19'. 

mid V', vertausclit werden. Bezeichnet man diese Function, welche 
also Ton und ^^^ abhängt wie JC* von 0 und tff mit i^, so lehrt 
eine einfache Vertanschnng der Buchstaben 0 und tff mit 9| und 

dass 

?^ ''dÖ, sin e.r^Tr (cosy) rf^, = JC". 

ü 0 

Dieter Satz, Terbundeo mit dem Torigen ttber das verschwindende 
Integral, reicht wie man bereit» atis ähnlichen Untersuchungen 

weiss hin, um die Einheit der Entwickclung von f nach Kugel- 
functionen zu beweisen ; er giebt auch die E^itwickclung selbst wenn 
lie überhaupt möglich ist Vertauscht man nämlich in (c) die 
Grössen 0 und ^ mit anderen 0^ und v^/, so entsteht 

AÖ, , xp,) = etc., 
also mit HUlfe unserer Formel 

9m 4.1 Pn / 2,1 

Cd)... A" = ^/ rfö.sinÖ,/ /•(<>., V.)f"(co»;-)dy.., 

0 I) 

wodurch der Satz gewonnen wird: Eine Function f{0,xp) kann 
nur auf eine Art nach Kugelf unctionen entwickelt \\er- 
den. Nur und immer wenn 

ist die EntWickelung möglich. 

Soll untersacht werden ob «jne Function f{0, yi) nach. Kugel- 
fimctionen entwickelbar ist, so hat man also die Unke SeÜe ton 

•) MoMiMi von 178» 0.4ii. 



Digitized by Google 



266 U. Thflil. Füthca JUpiteL ^ddy64» 

zu betrachten; stellt diese Summo eine converp^ente Reihe vor, nni 
ist die Summe der convergenten lieihc genau f{0,xp), so wird ( 
in eine nach Kugelfuoctioiiep fortschreitende Reihe entwickelbar sein. 
Es zeigt sich anteo, dass im Allgemeineo die Summe genau f{(i, fp) 
gfobt tiiid anr hi beeofiderett FldleD iioli d«voii tilitertclieideft baan. 

Dir ic biet hat in der mehrfach erwähnten Arbeit*) den merk« 
würdigen Beweis für die Möglichkeit der £ntwickelung oder für 
' die Gleichung (64) gegeben , welcher hier wiederhat werden soll 
tfilMte mebt In «nserem Werke nothwend^ ein« wettntliche Lttcka 
bleiben, wenn wir es unterliessen, dieses Fundament ftlr die An- 
wendungen auf physikalische Probleme vollständig festzulegen, so 
würden wir den Beweis von Dirichlct fortgelassen und nur auf 
ihn Terwieeea haben; wer Diricfalet's Arbeiten kennt, weiss dasi 
sie Muster auch der Darstellung mfithematisdiei^ Stoi« sind, und 
selbst durch eine nicht wörtliche Mittheihing nur verlieren können. 
Der Verfasser wird daher wohl gerechtfertigt sein, wenn er des 
Theil der Arbeit ¥on Dirichlet, weicher nicht schon im Vorhei- 
gebeaden Tenpendet war, mögliehst genau nach dem Weike de» 
Heistei^ mitiheilt. 

Einen anderen Beweis desselben Satzes hat Bon net im 
17<«» Bande des Liouvillc'schen JournAU veröffentlicht* 

§. d9. Zunftohst betrachte man einen besonderen Fall 

auf den der allgemeine sich in §. 101 oline Kechnung wird zurück- 
bringen lassen, indem man ^ = 0 setzt. Dadurch wird y von ^^ 
unabhängig und cosj^^ cx>s0|; es tritt ferner P*(cos;') vor das in- 
nere Integral in (64) als constanter Factor, und es Terwaadiilt sidi 

in ^fi'^it ^'jr machen zur Abkürsnng 

0 

und dann geht die linke Seite von (64), wenn nun den Inlegrsr 

tionsbuchstaben 0^ mit rj vertauscht, in eine Summe ^er Glieder 

*) Orelfe, Joantf. f. ItsA. Bd. XVII, Svt les s^ea Aont hi Ime gMsl 
dl^jtsnfl 4k Amis sm^^hi* 

**) Tlitee de M^ulqae. Snr lo d^velonemetit dos fonotions m wirim «r> 
doaa^ saivsBt les ümetioM X« «t Ym, B. U$*^9Wk 
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Ton » s 0 bis ti s oo über. Man bildet nun die Summe der ersten 
n Glieder dieser Bciho, die so lange n endlich bleibt natürlich im> 
mer ezistirtj es wird sicli zeigen dass diese iSumme mit wachsen* 
dem n einer Grense zustrebt, d. i. dass die unendliche Reihe eine 
Summe hat, und dann dass diese Qrensei d* i. die Suimse der ni^ 
endtichen Reihe F(0) wird« AUes dies au beweisen ist die A«€- 
gabe des gegenwärtigen und folgenden Paragraphen. 

Die äummo der ersten n Glieder, genauer von n=i) bis itesu^ 
beieichne man mit 5», und «erlege sie in as r»-f*£/», wo, wenn 
das Argoment cos 9 bei den P fortgelassen wird, 

u 

it 

gesetzt ist. Man transforroirt nun T und U weiter, indem man für 
die P die im §. 10 abgeleiteten lutegrab einsetzt, und swar in T 
das Integral (7) welches noch für n 0 gilt, in U di^egva (8). 
BesehrSnkt man sieh sunftchst auf die Betrachtung von T so ist 

klar, dass nach der Öubätitutiou unter dem Integrale wie ti'igono- 
metrische Reibe 

1 -f 2 cos qp + 2 cos 2qp + etc. -f 2 cos n(p 
sttftreteo wird, deren Summe bekanntlich 

. 211+1 

sin— ^9 



iit Man hat daher _ 

g> . 2«+l 



2/1 r, = /dt]ä\ntiF{ti) 



rn ^2 



C08 Sin (p 



cosq) • fp 



d4p 



+/ = 49 

3 



Digitized by Google 



$fig U.rUil nu»mmn^i4, §.99, $4» 

hier lissi tioh aber die Ordnung der Int^gaatiQA umkehren. Denist 
man sieh cur Ableitung der bekannten bei der Umkebrung ans«» 
wendenden IlUlfsformel unter x und y gewöhnliche rechtwinklige 
Coordinaten, unter 0{x,y) eine beliebige continuirliehe i^unctioo 
von X und |r, so kann man den Werth von 

ye(x,y)dxdy, 

wo über alle x und jf integrirt werden soll, die in dem recht- 
winfcligen und gleichschenkligen Dreieck liegen, dessen drei Eck* 
punkte «asO, y^O; a, 9«0; xrs a, ^ ^ a sind, sowebl 
durch die erste als durch die zweite der beiden Formeln 

0 u 0 9 

ausdrucken. Indem man statt der linken 8eit6 der so gewonne- 
nen Gleichung die rechte setst, transformirt man den ersten Theil 

von 2n7'„, durch das umgekehrte Verfahren den zweiten Theil dieser 
Grösse } macht man dann zur Abkürzung 

"^^fj — ^^^n / J "H*"^ „ / ^ • ■ 

so erhlllt man die Gleichung 

Die Function n{fp) wird nicht unendlich, 8o dass sich leicht 
die Grenze bestimmen lässt, der T„ mit wachsendem n zustrebt. 
Aus dem Satze über die Entwickelbarkeit einer Function n(<f) 
Ton ^ s 0 bis ^ 8s II nach Coainus der Vielfachen Ton «gp folgt 
nümlich (m. yergl. die Bemerkungen über trigonometrische Reihen 
im §. 10), dass /Z(qp) gleich 

i 6^4- 6| cos ^ + 6g cos 2^ + 
gesetat Warden kann, wo 

6, = — / n{(p)cozn<pd<p 

wird, dass also, wenn man für die 6 diesen Werth einsetzt, 

9 ^4+ ^1 cos 9+ etc. cosa^ 



Digitized by Google 



^99^^ 64. IL T heil. FOnftet Kapitel. 269 

mit wachsendem n der Grenze JI{g>)t im speciellen Falle für (f^'O, 



■ürWAolMMdtfM n dw QfeoM iJ(0) smtnbt' Unrek Sobttilution 
d«r Weriba ftr die fr folgt luerftut endlicli, mit Hulfo dar ohm 

angewandten Formel für die Summe 

dtss 

/gm — r~m 

sin 1- 

als Grenze für « » oo den Wertb 17(0) besitzl. 

Dnrch diesen Sats ist man im Stande, T« an bestimmen; es 

wild iiiimlich gleich iil(O), d. Ii. , 

II 

Anmerk. Das obi^e Verfahren kann man streng genommen 
nicht als Beweis dafür gelten lassen, dass (6) dem Wertlie 77(0) 
zustrebt, indem gerade aus dem letzten Satze in der Regel be- 
wiesen wird, dass eine Function Ton ^ in eine trigonoroetrilcbe 
Reihe entwickelt werden kann: man mag es also nnr so anfikssen, 
(lasa es dazu dienen soll, auf den Zusammenhang des bekannten 
Satzes über die Möglichkeit der Entwickelung in trigonometrische 
Reihen mit der Werthbestimmnng des hier anzuwendenden In- 
tegrals (6) hinzuweisen. SelbstverstKndnch bat (6) fllr fi = oo 
aoch noch den Wertb 17(0), wenn n((p) nicht unsere Function, 
sondern irgend eine and(M*e endlich bleibende bezeichnet. Wegen 
der späteren Untersuchungen wird nocli hinzugefügt, dass der 
Satz richtig bleibt, wenn n an irgend welchen Stellen 
zwischen 0 und tc zwar unendlich wird, aber' so dass 

J*'^Sl{fp)df endlich und continuirlich bleibt^ so lange 

u 

9^11. In der That, es sei eine solche kritische Stelle; 

tmd femer t und ( sehr kleine posiüve Grössen, so zerlege man 

das Integral (6) in drei Theile, den ersten von 0 bis ^—9, den 



Digitized by Google 



m a Tli»iL MbH« XMüi §. 10Q^^4< 



»weiten von v^^-t bis V'+C» den drittn v«i «. Dfp 

erste ist (s. n.) genen 11(0) lUr ii«s oo, der dritte gensv 0, der swtit» 
wird, wegen unserer Annehme mit « nnd C sn Nnll eonvergiren. 

Was über den ersten und dritten Theil {^csngt ist, beweist man 
auf folgende Art: Setzt man eine Fuuction f{(f>) statt Tl{(p) in (6), 
so entsteht /"(O); nun sei [{t/fj ven ^»0 bis ^a^*-« gieieb 
von da nn so wird 

. 2fi4-l 

nj ^ ^^Ili^h (« = 00). 

« sin 

21 

Wurde man aber f{(f) von ()psO bis fp = xi)-{-^ gleieb 0, von da 
an bis n gleich /I(<f) setzen, so entsteht 

. 2«-f-l 

sin Y 

§. 100. Es bleibt noch I/» anfsnsncben. Wie oben angegeben 
wurde benutet man Air jetet die Forme) (8), und erbalt dann 
durch Ümkebrong der Ordnung im Integrircn 

€» ae —J d(9)(sin9-f>2sin2^+ete.4-fisinii^)di^, 

.^^ y2(co8y— cosiy) ^«iJ y2(coai9~co89>) 

Ep ist ^('p) eine endliche Function von (p, da es offenbar 
endlich bleibt; so lange also so lange f{0,iff) nicht unendlich 

wird: aber im Anfang des §.98 wurde sogleich angenonuueu, dass 
/ eine endliche Function sei. Ferner ist & auch continoir- 
lieh naeh 9: lür die früher betrachtete Function I7(^) braoehte 
das Entsprechende nicht nachgewiesen au werden, während hier 
der Differentialquotient ß^{q') statt JI in einem Integrale wie (b) 
des vorigen Paragraphen erscheinen wird, und deshalb der Nach- 
weis erforderlich ist. Man vergl. die obige Anmerkung. 

• 9(9) hieibt cootinuirlieh, wenn jeder der beiden Theiloi ^relcbe 
di«ie Function ansmaehePi also gewiss wenn Jedes der beiden dum 
yorkommendeu Integrale dieselbe Eigenschaft besitst.- Für eiaei 
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dmetben toll liier 4mr Bcuriii gtfUhH wcrtto; wir «IMm 4m 

das letztere^ und Iiabcn also zu zeigen, das» mit abnehmenden « 



EB NaH convergirt Dm erste Intef^al lerlege man in einet ▼on 

0 bis €p, welche» sicli mit dem zu aubtrahireudeu in eines von U 
bia ^ vereit»ig^ und in 



r 



•/ V2(eoa«— eea(^+«)) ' 

bezeichnet G den grüssten Werth von F\^)j) innerhalb der Inte- 
grationsgrenzen, so i»t da» letztere Integral 

<2ö|/aii|i-«a(v+l.), 

Terachwindel also für < = 0. Es bleibt noch das von 0 bb 9 bq 
nebmende Integral, welefaes mit negativem Vorzeichen 

'J ^|'2(co3 7/ C0S9) ] 2('co9i? — cos(y-f 

Ist. Wiederum sei G der grüsste Werth von F(tj) in den Grenzen 
der Intuition; der Factor von F{ii) unter dem Integrale bleibt 

immer positiv, da coai|f— eoa^<Cco8i7— eo«(^+0> 

Integral kleiner wird aU der Zahlwerth von 

G. [1^2(00812 — cos 9) — y2 (cos tj — coi(ip 4- «))]^ > 
oder waa daaaellie ist, kleiner ala der Zahlwerth von 

Das Integral verschwindet daher mit t. 

Auf ähnliche Art beweist man die Continuität dea aweiten In- 
tegrales in O, also die von ß aelbat 

Ehe man die weitere Untersuchung von U selbst beginnt, ist 

es zweckmässig, um spätere Unterbrechungen zu vermeiden, die 
drei Werthe 

e(o), o(^), ©»(o) • 

aBfisnsnchen ; die beiden ersten Ausdrücke verschwinden, wie man 
mgleieb aiekl. BeaeiohMl man Air den Aageobliek die beides m 
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6^ vorkomiMiKlwi Integrale mit r und <.«o wird 

also da s für ^ sr 0 verBchwindet^ ^(^) gl^i^k 

ff* lif 

wenn ~ für ^ = 0 endlich bleibt. £a ist nun ^ für 9 = 0 gleich 



1 y(»»)»« »r*L_^ (y«o); 



beseichnet Jf einen liitteiwerfcb von ^(9) zwiacben 17 sO bis 19» 
•0 ist dieser Ansdruek 

■f sin f 

- J[}/2(eas„^eosy)]; «aJf-^, (y = 0) 

also gleich F(+0). Anf äbnlicbe Art ergiebt sich das» ^ für g>f»0 

endlich bleibt; sein genauer Werth ist nicht erforderlich. Man er- 
liAlt also 

Ö'(0) = F(4-0)-i/*V(irtco8|-iii,. 

Wir gehen jetzt auf deu Werth (/„ zurück, der sich nach In-, 
tegration durch Theile, welche vermöge der Oontiouität von d(fp). 
gestattet ist^ In 

(. 2if+l \ 



. 911+1 

sin— -y 

(y)- ^ 



verwandelt, so dass 

= e'(o) 

oder &» s r«+ir» gleiok F(+0) wird, fis jst hierdurch das am 
AafiitDfS des f.S0 angegebenetttialta* bewieM; däss wladieli^ 

Bieihe wdche durch die linke Seite von (64) dargestellt wird; filr 
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# = 0 wenigsten«, conTergirt und 

«b Summe giebt. Sie liefert also für 0 = 0 im Allgemeinen nicht 
den Werth der rechten Seite von (64), der /(O, %lf) «ein würde, 
sondern den sogenannten mittleren Werth von f(0,^), der mit 
^(0, %p) übereinstimmt, wenn f{0, rp) von unabhängig ist Unier 

mittlerem Werth c irj^end einer Function /(^^), (0<t/;<2;t), ver- 
steht man nämlich das von rp unabhängige Glied bei der Entwicke- 
hmg vnn ^» Reifte, welche nach Sinns nnd Cosinus der 

1 f^" 

Vielfachen von w fortschreitet, oder was dasselbe ist ^ / 

an./ 

oder endlich das arithmetische Mittel der Ordinaten ;i;(0), 
C^)' etc. filr n = oo. 

§. 101. Ohne weitere Rechnung gelangt man mit Hülfe einer 
geometrischen Construction zum Resultate im allgemeinen 
Falle« Man denke sich anf einer festen Kugelflftche mit dem 
Badins 1 einen festen Punkt A, nod durch diesen einen gleichfalls 
festen aber nnr nach einer Richtung von A aus verlftngerten Bogen 
eines Hauptkreises i4ß gelegt. Dieses Coordinaten- System bestimmt 
jeden Punkt S der Kugcliläche durch den Bogen AS eines Haupt- 
kreiaea (j^n), 4an man gleich ^^ setze, und den ^WiükeiBAS=%,, 
der awiachen 0 und 2« ges&hlt wird. Man wdss, dasa das Slement. 
der Kngelflftche tmdd0dttf ist, wfthrend 

o 

dar aitlkffe Werdi der Function f{B^ , %) ans aUen ihren Weribea 
wird, die' sie auf einem Parallelkreise mit dem sphärischoD Badint 

von A aus gerechnet, anuimmt. Wird f für 6^ = 0 von fff^ unab- 
hängig, so würde 

der Werth von f{Oif\fft) im Punkte A selbst sein, während (b) im 

Ueiiie, Handbuch d. KugeiruncUonen. 2$ 
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Allgemeinen das aritlimctischc Mittel aus allen Wcrthen von /(*, tff^) 
für eiaeu unendlich kleinen sphämclien KaUius i vorstellt. 

Man vergleiche nun die Function X in §. 98 im allgemeinen 
Falle und im besonderen 0 = 0. Beide Ausdrücke sind Integrale 
oder Summen von Gliedern; jeder von ihnen enUiüit daA £iemeiift 
Bm0^dä^d^^f^ aller Punkte S der Oberfläche, aasserdem denFuctor 
fiftif^i) den man sich als Dichtigkeit im Ponkte 0^f % ^äßt 8 
Yontellen kann: es kommt nun noek &a Ansdrnck hinvn, der im 
zweiten Falle Function der flpkftrischen Entfernung SA des Punktes 
S vom Antanospunkte ist, im ersten Falle dieselbe Function der 
sphärischen Eutfernung SC von einem Punkte C, dessen Coordina- 
ten 0, ^ sind« Femer beachte maUi dass bei der Integration die 
Gieatolt der Elemente vollkommen gleichgültig ist, in welche man 
die Kugel theilt; heisst also das einem Punkte S angehörige Ele- 
ment dw, so sagt unser in den beiden vorigen Paragraphen be- 
wiesener Sats: Die Beihe, deren Glied gleich ist 

einem gewissen Integrale Uber die ganze Oberflftche der Kugel, 
dessen Element besteht ans 1) dem Elemente der Kvgel ifw fm 
Pitnkte 8 mnitiplicirt mit dem Werthe einer gegebenen Function, 

einer Dichtigkeit, im Punkte S; 2) einer Function P" der sphäri- 
schen Entfernung des Punktes S von einem festen Punkte A; — 
diese Beihe ist oonvergent, und hat ab Summe die mittlere Dich- 
tigkeit im Punkte das Mittel fttr alle Punkte genommen, welche 
auf einem mit dem unendlich kleinen sphXrischen Radius « von A 
aus beschriebenen Kreise Hegen. Da bei dieser Art, das bewiesene 
liesultat auszuspreclieu; die ursprüngliche Eigenschaft des Punktes A, 
dass er Anfangspunkt des System» ist, nicht mehr sum Vorschein 
kommt, so kann man den Punkt A durch C eraetaen, uad findet 
so, dass die linke Seite von (64) oneh im allgemeinen Falle eine 
convergente Reihe bildet, und dass ihre Snmme der mittlere Werth 
der Dielitigkcit in (\ oder der Function f(0^ , ) für 0=^0^, 7// = t^, 
wird, wenn nämlich das Mittel aus allen Wertlicn genommen wird, 
die diese Function fUr die Punkte eines mit dem unendlich kleinen 
sphlriscben Badius $ vim d, ^ heschrieheaen Ki^^ arhilt 
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BMfat fi^fif) ftlr alle imeikllich kleben VerKndenwgen yon$ 
und yf continnirticb , ao wird die iSamme auf der linkeo Sdfte toq 

(64) dalier genau f{0, yj). 

§. 102. Die Methode, welclie die Verallgemeinerung im §. 101 
▼erBohaffte, ist von Imher Wichtigkeit bei der Betraclitung von Rei- 
hen, in denen die Fancdon JI^{eoBy) auftritt. Dirichlet hat aie 
ipSter wieder an^enominen, um die yerscbiedenen FSlIe an mrler^ 
suchen, welehe Torkomnen können , wenn ans dem fOt die Ober- 
. fläche ' der Kugel gegebenen Potentiale nacli den Prinzipien von 
Gauss und Green eine entsprechende Vertheilung voo Masse auf 
der Kugelfläcbe aufgesucht werden soll*). 

Wir verlassen den Gegenstand mit einer Anwendung auf den 
Fall, in dert f{df xp) von nnabhüngig ist, sich aho auf eine F'uttO' 
tlon f{d) von 0 allein reducirt. In diesem Falle wird 

^/'7(Ö.,V'.)i^(cosy)««V, «Ä^ ^^f^y)**^» 

= rt<>i)^^(coaÖ)P"(co8Ö,)5 
also giebt dann (64) das für Functionen einer VerSnderlichen f{d) 

geltende Kcsultat 

auf welches bereits im §. 13 liingcwiosen wurde. Setzt man nämlich 

= ffiO) r (cos 0) dO, 
u 

wo nun A» eine von 0 unabhängige Gonstante besei^net, so sagt 

die vorstehende Formel, dass die zwischen 0 = 0 und 6 = n end- 
lich . bl^bonde Function Y(^) in eine lieihe 

*i'*ii,P"(c08Ö) 

entwickelt werden kann, die nach Kugelfunetionen der einen Ver- 
Snderlichen $ fortscheitet, und giebt augleich den Ausdruck der 

bei der Entwickelang vorkommenden Gonstanten, wie er §. IT) ge- 
funden worden war. 

*) lieber einen neuen Ansdraek znr Bestimmvag der Dichtigkeit einer un- 
endlich dünnen Kngelscbale, wenn der Werth des Potentials derselben in jedem 
Paukte ihrer Oberfläch« gegeben ist. Qelee. in der Aked. d. Wies, am 28. Nor. 1850. 

18» 
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Zngflmoh lehrt aber die eoeben Tottendete Untemieboiig, wel- 
oben Werth die Beihe 



HO« 

Tontellty wenn an irgend einer Stelle f{6) einen endlichen Sprung 
macht: ue ist dann das arithmeiitobe Iftitiei von A^+^) 
wenn, wie frflber, diese Zeichen auch hier die beiden au dem be- 
treffenden 0 gebdrenden Wertbe der Fnnetion f{d) vorstellen. 

Im allgeraeinen Falle, wenn die entwickelte Function fifi,'^) 
beide Argumente 0 und enthält, hat man den Ausdruck 

WO JC* durch p. 265|d gegeben ist. Mao siebt leicht ein, dass 
dieser Ausdruck (<0 in der That die Form von p. 26S, b hat. Betet 

man nämlich in {d) für P"(co8/) seinen Werth (49, a) auf p.l75, d. h. 

"i"(-irfltÄ{cos^)j^;(cose>,)cos«(^— v*,), 

SO entsteht auf der Stelle 

(65) ... X*= £ ?:(co8^j[c:co8»iV/+/f*8inwrt 
wenn die Conßtanten e und * durch die Formeln gegeben werden: 



II u 



(-I)-ä: = (C /"'ciö,8inÖ.P;(co8Ö.) r7(Ö. , vjsinmv, rfi//,. 

Sind die einzelnen Grössen X" für alle ö und gegeben, 
so kennt man die entwickelte Fnnetion fiO,^); es ist leicht ein- 
msehen, dass man die X" und daher f(0,%/f), für alle 0 und ^ 
finden kann, wenn sie für einen Werth von 6 und alle ^, oder 

fUr alle 0 und zwei Werthe von t// gegeben sind. 



Digitized by Google 



t 



B, AüweDduüg der Kugelfuactioueu. 
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1. Mechanische Quadratur. 



§. 1. Bezeichnet f(x) eine zwischen xss^l nnd x^+X 
beliebig gegebene einwcrthige und continuirKehe Function von x, 

60 lässt sich nach Lagrang e s Formel eine ganze Function g>{x) 
immer so bilden, dass sie für n Wertbe von x, welche ganz will- 
kttrüch gewibh und durch a^, eto. o» beieiohnet werden^ mit 
f{x) fibereiiiBtiiBmt. Setzt man 

(1) . . . tp{x) = (x — a^){x — a^)QUi.(x—tt^), 

(l,a) ... v(»)=r 

, .^N^ fM , fM , , /'(^-) 

V W _ „ j^r ) + _ _ ) ^. ^„ j + etc. + _ ^, 

80 ist n&mlich q>(x) eine solche Function. Denn die durch (l|a) 
g^ebene Function ist offenbar ganz nnd vom (»— 1)**" oder euiem 

niedrigeren Grade ; sie verwandelt sich ferner für = , «, , etc. a« 
in f{a^), /"(«,) etc. /"(«»). Es soll nun gezeigt werden, dass keine 
andere ganze Function 0{x) existirt, welche ßlr dieselben n Werthe 
d;sa,| 4»,, etc. or« mit f(x) Übereinstimmt, und zugleich von 
nicht höherem als dem (n— 1)**" Grade ist^ so dass wenn 
überlianpt eine Function diese Bedingungen erfüllt — und fp{^), 
wie es durch (1, a) bestimmt wird, erfüllt sie — diese die einzige 
ist Wäre nttmlich auch «tc gleich f(a^), etc., 

so ntifaiste 0(z)^tp{x) durch «ji x-^a^ etc., also durch ^(x) 
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theilbar sein, was nur geschehen kann wenn 0{x) as qt(x)f weil 
der Grad von ^ genau n, der von 0 und «f- höchstens n — 1 ist*). 

Der Ausdruck (f {T) kann ein Näherungswerth von f{x) ge- 
nannt werden, was so zu vcr:<tclicn ist, das» bei liinreichend grossem 
n, (wenn nur die a nach solchem Ge!:etze gewühlt werden, dass 
sie sich überall auf der Abscissenachse in dem Intervalle von — 1 
bis +1 hSufen, und kein Raum von beliebig kleiner Ausdehnung« 
bei hinlänc^lich gros><cin n bleibt, in welchen kein « fiele) f[x) — ff'(x) 
von X = — 1 bis x = -j-l beliebig klein bleibt. Es folgt dies aus 
ganz bekannten Prinzipieni indem f{x) nach der Annahme, ^(x) 
als ganze Fünction continuirlidi Ueibt.- Stellt man / und auf 
gewöhnliche Art geometrisch als Curven dar, so muss aucb die 
Fläelic des zwischen f und (f lie^''enden Stückes mit wachsendem » 
beliebig klein werden, so dass, wenn man 

y f{x)dx—J^ (f{x)dx =^ D 
setzt, D mit hinlänglich wachseudem n beliebig wenig sieh von Null 



*) Im o3'*^" Bande des Horohardt'schen Joamals thcilt Thebycher 

ß. 286 eine, nach der Angabe im Journal, am _H2l^^^l j^j^^ jj^,. petar»bUMrer 

1. Novembor 

Akademie gelesene Note mit , welche eine höchst interessante, übrigens ans ein- 
fachen Sätzen über Kettenbrüche leiclit zu v erificirende , noch von Niemandem 
früher bemerkte Transformation einer solchen Function ift enthält. Denkt mau 

Bich nlmlicb . . ^ in einen Kettenbnuli ■ enknidult. beseiduMt ht- 

H^) ^ , J 

nef dofdi JV,, N^, etc. die Nenner der NUhaningsbracbe dieses Ketteabniclut,. dnreh 
J,, , eto. die CoefBdenten von w in 9,, 9^, etc., so wird 

m--n m---n m—n 

fp (ar) = A, 2" r(«m) —At A', (jr) 2' («m) ((.Um) -\-A^N^{x) 2 A', («") /"(«"») ~ etc. 

Feig«! dii» «( iUirt Thobycliev fett — sieh in Hnendlieb kleinen Zwischen- 

xlnmeiiy lo wird der Kelteiritnich bis n«f nnweeenUi^ Untencbiede leg, r 

geben, wSbrei^ die N eidi in die P T«rwsndelu; ^ (x) . stimmt dann tob«m-.1 
bis »«B+l mit f{as) ilberein, und man eibält die Entwicicelnng von f(x) nach 
EngflÜftwetionen. fiMtdem wm;de im Llouville^seben Jonmal^ DenscAme Bdkiei 
T. In, pag. 289 eine gröMon Arbeit ven demselben Verfiuser ibes diesen Gegen* 

stand: Sur les ihictions continues par M. Tchebichef, tradutt du Rasse par 
M. I. J. Bienaymd, pre'sente Ic 12. Janvier 1855 Ii TAcaderaie imperiale des 
•clences de Saint - Pe'tersbourg vciüffcntlicht , dem endlich auch Rouche' eine 
eigene Abhandelung im Cah. 37 des Polytechnischen Journals gevidmM hat. 
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unterscheidet, oder / ip{x)dx ein NäjKruDgawerth des gesuch- 



Drei Dinge fassen wir in's Auge, von denen die Orttase D 



welchem f durch «jp ersetzt wird. Es wird der Grad der An- 
attlierung durch Wahl von n bedingt, d. h dnroh die An- 
safal der Abscissen a , (tlr welche man Ordinaien f (jr) berech- 
net, nni *f^(x) zu bilden: wir sagen kürzer, man intcrpoHrt ans 
n AVertlien. Zweitens i)ängt er von f selbst ab: ist z.B. f 
eine Function vom liödistcos (« — !)''" Grade, so wird f genau p;Ietch 
^ wenn man aus n Werthen intcrpolirt und D ist genau Null, so 
daM durch Interpolation aus mehr als n WerHien eine grössere 
Kibenrag Dicht erreicht wird. Ein dritter Umstand, der aber erat 
in den späteren raragiaphen sorgfältiger betrachtet werden »olT, 
▼on welchem der Wertli D abhängt, ist die Wahl der Abscis- 
aeD «• Man ttbcrsieht, daa» je nachdem ebe Gurr« (»-t-i)<«> Oradea^ 
•diuob diiae odicr jene m Punkte von f gelagt wiid, gan ▼ecacbi^ 
deM. Warthe iroa D entstehen könneB; die aweekmiasigste Wsbl 
der Abscissen wird also von <ler Natur von f abhängen. Ob man 
/ genau kennen muss, um zu bestimmen, weiche Abscissen am 
iweekmftasigsten gewählt werden, oder ob es s. B. sehen genttgt 
Ml wiaatD, dasa f in eine sohnell eosTcrgirende Fottnireihe miir 
wickelbar iat^ wird sich später aeigen; das Prinsip ist aber 
featsnhalten , dass nur solche Methoden brauciibar 
sind, bei welchen die Wahl der a nicht von der beson- 
deren Natur von f abhängt. Bestimmt mau nämlich ein für 
alU Jial welche a man ftkr jedes n .wählen will, ao- kann man eine 
Beihe nnmorischer Werthe im Voraus berechnen und in Tafisla hriii- 
gen and dadurch, wie steh sogleich zeigen wird, die Bechnung we- 
sentlich abkürzen. 

Bildet mau mit Hülfe von (l,a) den Näherungswertli für das 
geanchto Integral, und setzt 



oder die Annäherung abhängt, die man erreicht, wenn man statt 
des gesuchten Integrales, welches f enthält, dasjenige nimmt, in 
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1 tpjat) . 1 

so wird derselbe 

(2) . . . /''9p(x)(te = u4.A«i) + ^A«.)4-etc.4-^A«-i- 

Seilt »Ml fesi, w^Wiie AbscisMii « ,Alr jedes fi gewühlt werte 

sollen, so ist für jedes n auch yf(w) und ebenso von vom 

herein bestimmt; als ganze Function von x kann dieser Ausdruck 
Bwiacben beliebigen 'Grensen^ s. B. -^l und +1 gemm iategrirty 
•ko iln Im Voraus berechnet werden.« Ist dieses geschehe , so 

f{x)äx aus 1} Abscissen 

nach (2) nur n Multiplicationeii bekaunter Warthe A niit 9U. be- 
rechnenden /(a) und «benso viele Additionen erfordern. 

Dies ist die Methode, dareh welehe, naeh Angab« von Gauss ^ 

Cotesius in der „Harmonia niensuranun", mit Benutzung der Vor- 
arbeiten von Newton, die bestimmten Integrale angenähert ündet. 
CiiUains w«bli die Ahsoisten so> das« Air ein jedea a dss Gr&MWB 
#1, «r^i eio. o. Id «rklMMtiseher Reihe ftrtsehreittB, und giebt !■ 
«b«r Tafel, di» in der Torerwihnten Arbeit tw Osims Uber ineoha- 
■ische Quadraturen abgedruckt ist, die Werthe der Ä von « = 2 
bis n » 11. In dem letzten Falle z. B. sind die Abscissen a gleich 

— 1,0; —0,8; —0,6; etc. +0,6; +0^8; +1,0. 
Man kam ttbrigena leieht eeigen, dasa bei aolohttr Wahl der u fttr 
ein gerades • die paarweise gleich rind, fQr «mi ungcradea nwt 
Ausnalime von A„ i.i , dem mittleren Gliode. In der Tbat zeigt sich 

leicht dassl^ B il», etc. allgemein dass ^ s ^la^i-«» ist. 

in'»!': • Q- '' ' 

siflfatigt man nändipb, dass «i a — 1^ » — 4+^-4-i^>v«la4|L 

o«» = — 1+2- — r-, a,^i_«=— a„, 
yf{x) = (a; — «,)(»—«,)(«-- a,)(a;'-a,-i) etc., 




Mekbodns aovs integralinm valons per spproximstionem invonilBiidl. 
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SO wird gefunden 

tff{x) = (a;-a,)(a?4-a,)(jp— a,)(a;-i-ajetc., 
▼0 das Pi^duct für ein ungeradeB n mit dem Factor m scbKent^ 
der keinen sugehörigen beeitst. Dadurch entatebt 

also wenn man nach x differentiirt und dann xs=a^ setst 

V(a.) = (-irV(«.+i— ), 

Wird — X sttilt als Veränderliche eingcluiirt, so verwandelt sich 
die rechte Seite in Am* 

Änmerk. Was oben ilber die Tafel von Cotesius ge^a^t 
wurde Ist niclit ^anz genau, Indem dieser Autor sie für den Fall 
g^ebeii hat, das» man Integrale zwisclien den Clrenzen 0 und 1 
berechnet, also die a in aritbroetisclicr Kcihe von 0 bis 1 zunehmen 
iKsst Es bedarf zur Beduction der gegebenen Tafel auf die för 
unsere Darstellung anzuwendende nur einer unbedentenden Rech- 
nung. Um im Folgenden die in der Theorie entwickelten Formeln 
unmittelbar gebrauchen zu können haben wir uns die erwähnte 
Yertadernng erianbt. 

§. 2. ' Der €h«d der NSherung bei dieser Methode, wenn man 
die a wieder allgemein nimmt, liisst sich berechnen, so oft man 

^ f{x)dx genau angeben kann: interpolirt man ans n Wertben, 

10 wird er offenbar durch 

(3) . . . /> = rf(xjäx--YAmf{am) 

»Uftgedrückt. War f{x) vom höchstens (n— l)""" Grade, so ist wie 
mso schon weiss, der Fehler /> = 0, und zwar bei wiükttrlich ge> 
wihhen weil daaii ^{x)^f{x)\ der Fortschritt, welchen 
nan Qaoss in der oben erwähnten Arbeit rerdankt, b&> 
steht darin, dass er gczei|2:t hat, "wie durch angemessene Walil der « 
unabhängig von der besonderen Natur von f(x), noch der Felder 
▼erschwindet, wenn f{w) auf den (2fi— 1)*'''* Grad steigt. Geome- 
tnach betrachtet hat also Gauss nachgewiesen : Bestimmt man « Ab- 
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scissen et Ton —1 bis +1 gewisse Art, und wählt beliebige 

n Punkte mit diesen Abscissen, legt dann eine beliebige Curve höch- 
stens vom (2»— Grade f(x) durch diese n festen Punkte, so 
bleibt für jedes andere f{{g} der Flädienraum derselbe, welcher durch 
die Onrye, die Abscissenachse, und die beiden Ordinaten in den 
Punkten deren x gleich — 1 und gleich 1 ist, begrenzt wird. 

Der Bequemlichkeit halber bezeichne man den Fehler, welchen 
man bei einem bestimmten it nnd festgehaltenen u begeht, wenn 
fix) die Function ist, deren Integral man berechnen will, also das 
D der Formel (8), vollständiger durch Df{x), so dass wenn F{x) 
eine andere Function, e eine Constsintc bezeichnet 

D(f{x)-\-F{x))= D(fx)+DF{x) 
D{cf{x)) = cDf{x) 
wird. Stellt f{x) eine ganze Function oder eine Reihe vor, so wird 
sich D[{x) aus Grössen Dx'* zusammensetzen lassen. In der That, 
ist f{x) in eine von »=—1 bisj:s=-fl couvergente Reihe ent- 
wickelt 

f{x)^h^-\'h^x-\b^x*-^tiQ,f 

80 wird 

Df{x) = ö*'/)!^- ft, />x + 6, Dx' + etc., 
und verwandelt sieb, da Dx^' bei den gewöhnlichen Methoden ver^ 
schwindet wenn p<,n, \m der Gaussischen noch wenn p <: 2«, 
l>ei den gewöhnlichen Jf ethoden in 

Df{x) = ö^/>a;« + 6«4,iJaafH-i+etc. 
bei der Gaussischen in 

(4) D/'(aj)=si»2./)aj'-.f62,+iDx^»+Hetc., 
hkngt also in (4) nur von entfernteren 6 als in der vorhergehenden 
Glmehung, nftmlidi von 6»«, lhn\i, etc. ab. Da die Reihe conver- 
girte, 80 werden die b um so kleiner, je weiter man sich vom An- 
fange der Ileilio entfernt, und bei hinlänglich grossem n wird 
bi^iy etc. beliebig klein. Im Allgemeinen! kann man «lae 
sagen, moss hei der Ganssischen Methode der Fehler geringer 
sein als bei anderen, in welchen die Abscissen u beliebig gewildt 
wurden, er also schon von 6„, etc. abhängt. Man darf aber 

nioht ausser Acht lassen, dass die Grössen D in der unteren Gleir 
efauiKg (4) Jttdere sind als in der oberen^ weil sie sieh vsA «ndeiiA « 
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baaleh«D, iän aha oben Da^ kleiner sein kann aU ^aelbe Glied 
miieh: es wäre möglich, dßm oben die Art, auf welche die * ge- 
wählt wurden, solche D schafft, welche gerade eine hesondere Be- 
ziehung zu den 6 haben, und dass sie die Summe der Reihe be- 
sonders klein maclit. W'ii' wollen uns deshalb über die Näherung, 
welche durch die Gau sei sehe Methode orreicht wird bestimmter 
aoadrDckeu, indem wir sagen: Durch Interpolation* «ns ii Wer- 

then wird ^ f{x)dx genau^ Yerniittelst (3) ausgedruckt, 
—1 

wenn /(^p) vom höchstens (2»— l)^^'* Gr»de ist; ist /(s^ in 
eine eonvergente Beihe entwickelt, so gehen in. djen 
Fehl er nur 62« m; ®in. Welchen £infloss diese einsei- 
nen (abnehmenden) Grössen liaben, wird unten gezeigt werden. 
Bei der Methode von Gotebius wird das Resultat bei einer Inter- 
polation aus n Werthen ein solches sein, welches man aus dem 
eben angegebenen abliest, wenn man überall 2« mit ii Tertauscbt 

§. 3. Die erste Aufgabe, welcbe zu losen ist, bestellt in 
der gehörigen Bestimmung der a, die nach §. 2 so auszuwäblcu 
sindy dass Df{x) yerschwindet, welche Function (2»— 1)'^" Grades 
ancb f{x) sei. 

So lange f{x) nicht den 11**" Grad erreicht, wird offenbar <pix) 

nach (1, a) berechnet gleich f{x). Diese, schon §.2 angewandte 
Gleichheit, folgt unmittelbar daraus, das.«» sonst f(x) und ff{x) zwei 
verschiedene Functionen vom höchstens (»— Grade wären, die 
ftlr n Werthe von x Ubereinstimmen, was (§. 1) unmöglich ist. Ist 
aber von hSherem.als dem (»— 1)**" Grade, so muss f{x)^tpix), 
da e« ftlr fl? — , «2 , etc. verschwindet, immer vorausgesetzt dass 
die a verschieden sind, durch tp{x) theilbar sein: der Quotient 

f[x) — (p(x) 

ist eine gahse Function vom höchstens (fi~l)'«" Grade, wenn f{x) 
den (2«^1)*^ nicht überschreitet Jede solche Function ^(«} bat 
alao die Form 

fix) = 9)(rr)+a/;(x)(a„-f a^a; + etc. + a„_ia?— 
giebt man den Constanten a alle möglichen Werthe^ so hat man 
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all^ sfögUcb«» f(m) v«tui h^sUus (ßn-^i)^" Grade, üo ticii Uta 
x=:m^f «r^y 6to..iii feft0 Grössen f{tti), f{a^) etc. Terwaiidehi* 
Et wird iUbo 

/»i 

Bf{x)^J^ ^(ar)(a,+tti«+ctc. + ai,_iaj*-*;rfjj, 

Qiid soll dieser Aasdmek fllr alle möglichen f, also Air alle fli« etc. 

yerseliwinden, so ronss y^{x) so besoliaffen sein, dass 

•1 

—1 

Ttsn mapO, bis man^l; und umgekehrt. Ein solches i// (x) war 

bereits im §.63, p. 163 — IGG gefunden, iiäniiiöh 

a 0 bat aoch n Tersehicdene reelle Worseln er zwischen —1 
und -f-l, so dass man folgendos Resultat erhält: 

Sind a,, etc. die Wurzelu der Gleichung P''(a:)=0^ 
nnd setzt main 



so wird 



Mal 



▼erschwinden, so oft f{x) den 2n}*'^ Grad nicht erreicht. 

Hiermit ist die Aufgabe dieses Paragraphen gelöst; man kann 

noch hinzufügen, dass die A hier dieselbe Eigenschaft wie bei der 
Methode von Cotesius haben, dass nämlich Ä^—A„, Aj^=Am--2t ^^^* 
wenn die Wurzeln a der Grösse nach von — 1 bis +^ geordnet 
sind. Der Beweis hierfür stimmt mit dem früheren im §. 1 ttberem; 
es ist nSmlich a, = — a„, = — «..1/ etc., so dass bei geradem 
n die Wurzeln paarweise glelcli und entgegengesetzt sind, während 
bei ungeradem n eino Wurzel 0 allein steht. £s wird also 

aber ^X^) =F (— folglich A^ = A»^i-m' 
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§. 4. Wir gelten jetzt zur zweiten Aufgabe, der Be- 
reehnnng deg Fehlers Uber, den man begeht, wenn man bei 

dieser Wahl von während f{x) nicht mehr vom höch- 

stens (2w— i)**^" Grade, sondern eine dfirch die ^eihe 

fiir) = 6, +6, «+6,0?*+ etc. 

* 

gegebene Fnoction ist, 

gleich setzt 

Die a und A bezeichnen hier dasselbe, was sie im §.3 vorstellen. 
Indem man hierzu (4) benutzt, hat man Dj^ zu untersuchen, wenn 
p > 2fi— 1; ist p < 2n so wird Jk^ = 0. 

Macht man in (3) f{x) = ^ so ist genau 

/•» 2 

wenn p eine gerade Zahl, gleich 0 wenn p eine ungerade Zahl 
bezeichnet. l>er Fehler entsteht, indem statt dieser Warthe 

gesetzt wird; fftr ein ungerades p ist aber diese Grösse Null, weil 
die Glieder bis auf ein für ungerade « vorhandenes mittleres, wel- 
ches aber mit 0^ oder 0 multiplicirt ist und deshalb fortf&Ul^ gleich- 
imd entgegengesetzt sind. Man hat also 

(5) . . . D{x-i'^ ') = 0, 
(5,a).., Ila^P = 2^-T^ 

(5, 6) . . . Df(x) = 6iPj^+fr2.+»Z^«'^H*khi+*i^«*^+ 

13en Ausdruck für die Fehler Dx^P kann man in einer eleganten 
Formel vereinigen, indem i^an (ü, a) mit s""^^'-* multiplicirt, wenn 
% ebe hinlänglich grosse aber sonst wilikttrliche Grösse bedeutet, 
nod Ton 0 bis oo nach p summirt. Dadurch entsteht , 

^%-»P-ij>aj«/» = log^ -5D(»), 
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• * 

wenn 

gesetzt wird; die rechte Seite log^— -j — ^(«) ist dann, wie man 

sich auszudrücken pflegt, die erzeugende Function der Fehler, in 
BO fern der Factor von bei ilu-er Entwickelung nach ab- 

steigenden s genau Dx^p giebt. Diese Function gestattet noch 
weitere Umformungen, die sie unmittelbar mit den Q in Verbindung 
bringen. Betrachtet man dazu Ä wie es p. 286 gegeben ist nSher» 
so läset sich das darin vorkommende Integral 

mit fj{a) vertauschen, wenn man 

—I 

setzt; denn für s = a Tersehwindet Es ist aberi^C») eine 

ganze Function (n — 1)''" Grades von z, lässt sich also durch die 
Lagrange 'sehe Formel (1, a) folgondermossen darstellen: 

Hier beneichMi P'(m^) den Diffsrentialquotienten von i^(s) naeh s 
ftlr Ä = am- Berücksichtigt man das oben über ij(o) Gesagte, und 
daas i"!«») = i^t, so findet man 

u(*)=i>:(*)T-^. 

«1=1 » — Wl» , 

Da aber die n Grössen — Om mit den ebenso vielen a« ttberein- 

stimmen, so wird auch 



ä *+«»' 

•Iio die balbe Samine beider reebton Seiten, d. b. 

Auf diese Art ist ein neuer Ausdruck für ^(s) entstanden, nämlich 
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aber 17(1) lästt lich in 

•bo aacb (24) auf p. 80, "^{z) in 

Terwtndeln. Hierdorch bat man eine nene Gestalt für die 
ersongende Function der Febler, nämlicb 

' 1.2. ..n (iVs) ^ 
W--- 1.3...(2»-l)p;(;,) 

die HMia ttbrigens aoob Temittdst der Gleiobtug (a) des §. 64 in 

eine andere verwandehi kann, weiche statt ^".den log— ^ und 

Z», den dort vorkommeudcu Zäbler eines Ketteubrucbs enthält: mit 
diesen Ausdrücken, wclclie uns dem Ziele nicht näher fUbren^; be- 
BcbifÜgen wir nns hier jedoch nicht weiter. 
Es kommt darauf an, (0) oder wenn man 

' , _ 2 ^ 1.2. ..n Y 

KV'" *'-2»+lVi.3...(2«-l)/ 

setsC, 

+OH^±!).-^s+ete. 



(6; a) . . . c 



in eine nach s absteigende Beihe sn entwickeln; der Anfang der« 
selben ist 

Die Coefficienten der verschiedenen Potenzen z-^p—^ dieser erzeu- 
genden Function geben unmittelbar die Fehler Dx^p, so dass 

wird, während, wie man aucli sclion früher wusste, die Fehler 
von niedrigeren Potenzen der Grösse x fortfallen. Hieraus erkennt 
mtkf 4tm der Coeffieient ^ in f(x) bei einigennassen grossem 11 
einen sehr geringen Beitrag zu dem Fehler Df(x) liefert; nXm* 

n«lB«, Budhodi 4. KugdAineiioiieo. 19 
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Itoh dhm* der von ^«42 ist schon relativ grdaser» indMii er «ft»«^! 
maltipKcirt mit einer GrOsse ist, die 1 flbertrifft nftmlich mit 

• ^«"1^* genommen kann der Beitrag von 

b2m+2 klein sein, wenn bin\7 selbst klein ist. Die ersten Glieder 
der Entwickelnng Ton (6, a) wird man svr Oometion benntsen 
k^nnen^ wepn f(x) in einer Reilie entwickelt vorlie|;en sollte^ Qanss 
braucht dazu das erste Glied cbu* 

Hiermit ist, bis auf die niinieriscbei) Werthc der liier vorkom- 
menden Grössen, 4^1es mitgetlieiU» was zu der wirkliehen Berech- 

nnilg eines Integrales ^ f{x)dx erforderlich ist; mau sieht ferner 

-I 

leicht ein, dass ein unendlich entfernter Cocfiicient bip etwa den 

Beitrag — zum Fehler liefern wird: da n&mlich alle a«. kleiner 

ab 1 sind, so wird^ wenn A und a das gr5s8te Am nod «m be- 
seicfanen, nach (5, a) der Fehler Dx^f sich höchstens mn 

von Tr—r^ unterscheiden. 

Um die A noch etwas goiiauer zu untersuchen, trausformire 
' man (6) nach den Hegeln des §. 3X in 

wenn wie dort 

gesetzt wird. Da = — of„n_«, so geht der vorige Ausdruck in 
, s-l- 1 ^ •»^" 1 1 



Aber, so da^s bei der Ebitwiekelttng nach absteigenden s als Coef- 
ficient Ton oder als ersaheint 

Pieser Ausdruck, mit a) verglichen , gtebt eine neue Form ftlr 
Am^ nlUi^cik 
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woraus man siekt; dasa Am positiv ist. Ks lautete (5; a) selbst 

Q «1=11 

.2 

Iner beicic^ae maa sor Abkttnmig die von snbtnlnrto Bnmnie 

durch Sf,. Da jedes Glied iu Sp positiv und a kleiner als 1 ist, 
so niuss mit wachsendem p die Summe abnehmen, aber so dasa 
Bi0 positiv bleibt und 

ist. Fttr ji=sO bat mas D1=^0, also i(,+^+...+il,»a, und 
daber ist jedes A kleiner als 2, ja sogar fUr ein gerades n kleiner 

als 1, indem je zwei von ihnen gleich ßind. Audi noch für p = n—X 
muss Dx'-P verschwinden, wodurch man erhält 



2/1 — 1 

Nimmt inan obige, a entbaltende Ungleicbbeit zu HttUe» so ergiebt 
sieb endlich 



2«— 1* 



also der Fehler Dx^^P"' unterscheidet sich von hoch- 

aii+2p— 1 ^ 

slent um Genauer die Grensen anzugeben war bisher 

nicht möglich; wir ziehen das hier über die Fehler Gesagte fol- 
gendermassen zusammen: 

Berechnet man ein Integral nach der Ganssisdien Methode 
aus n AbscisseD, so wird der Fehler ans den Coefficientan b der 
Reibe, in welche sich f(x) entwickeln ISsst, dnrch die rechte Seite 
von (5, b) znsammengesetzt. Die Coefficiontcn bis geben kei- 
nen Beitran^ zum Fehler, wohl aber die folgenden, mit geradem 
Index, iudem jedes Glied bp einen aliquoten Theil von bp zum Fehler 
beiträgt, und zwar ist der Beitrag immer bp mit einem echt od 

o 

Bruche multiplicirt, der sicher nicht > wirdj war p sehr 

gross, 80 ist dieser Bruch nahe 2pJpi' P — ^*^ ^^^d derselbe 

19* 
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sehr klem, D&mlicli e, für p=:2fi+S sdioii betrSchtlicTi grösser, 
z.B. filr n=7 sclion das Drei- bis Vierfache. Dieser Umstand, 
das« die späteren Glioder, in ungünstigen Fällen, d. h. wenn die 6 
langsam abnehmen, einen erheblichen Fehler einzeln und daher in 
der ganzen Summe geben können, zeigt dass die Methode vorzugs- 
weise mit Vortheil und Sicherheit anzuwenden ist, wenn die zu in- 
tegrirende Function iu eine stark convergircndc Ecihc entwickelt 
▼erden kann; man wird aus n Abscissen sweckmässig. interpolireni 
wenn die 2n ersten und noch einige der folgenden Glieder die 
Function sehr nahe darstellen. Die Cotesins'sche Methode wttrde 
aber dasselbe schon für n Glieder verlangen, was die Gaussische 
fOr 2». 

Diese Methode zur nKherungsweken Berechnung bestimmter 
Integrale ist hier zum Theil nach der eigenen Arbeit von Gauss, 

zum Theil nach der Abhandlung von Jacobi ira ersten Bande des 

Crelle'schen Journals dargestellt. Im 55*' Bande hat Christoffel 

diese Methode gleichfalls bearbeitet, um sie auf den Fall aoznwen- 

äeOf dass Ton den n Abscissen ans denen interpolirt wird, m fest 

gegeben smd, nnd nur m-- m mdglichst zweckmässig bestimmt weir* 

den sollen. Endlich hat Scheibner in den Berichten der Säclis. 

Gesellschaft vom 31. Mai 185G die Resultate des §. 3 auf andere Art 

abgeleitet, indem er die a dnrdi directe Auflösung der Gleichung (ö,a) 

fttr alle Werthe p = 0 bis p = n— 1, Air welche die linken Seiten 

verschwinden, bestimmte. 

§. 5. Für alle Werthe von n = l bis n = 7 hat Gauss die 

sr« und Am in Tafeln gebracht; bei unmittelbarer Benutzung der- 

ifllbeii wird jedoch vorausgesetzt, dass nicht wie hier / f{x)äx, 

f\ "Ii 
aondeni dass / durch Annftherung berechnet werden soll. 

Indem Gauss zuerst die Aufgabe stellt 

/ 

zu bestimmen, und 

(6) ... J^h—g 
aetzt, wird (a) in jj^ F{jg+J.i)dl verwandelt. Macht mau ahM> 
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(r) ... F(9+J^t) = ip(t), 
80 ist das geBQchte Integral 

'J 0 

Wir fanden nun als angenähert richtig 

/l m~n 
f{x)dx = 2 A^fia^), 

-1 

wenn die Am gewisse Werthe bezeichnen^ und als erstes Glied der 
Correction 

wenn ^(s) = 6^+6,0; +6,0;' + etc. gesetst war. Macht man hier 

f{x) = y^^ii^, 80 geht f{x)dx nach obiger Formel (d) in 

2^f{2X''l}dx - ^r^pit) dt 
0 0 
ttber, und es wird, wenn A und a dieselben Grössen wie oben 
bleiben. 

Nimmt man an, dass tpit) In eine Reihe der Form 

(«),.. g(,(«) = L^+L,(/-Ä)+L,(<-i)'4-etc. 
entwickelt sei, so ist dies cii|e Entwickeluug von f{x) in 

rt«) = L,+L,|+L,^'4-etc. 

80 dass unser bjn auf die Xr übertragen bu = 2~''*Lii» giebt. Macht 

boeh 



W • • • —K— = 



2 

t 

2" 



wo also Am genau 1 ist, so findet man als Näherungswerth Ton. 
dem (p enthaltenden Integrale die Formel von Gauss 

(/<)... f\ii)dt=''^''Rm^f{aJ, 

II • 
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und fllr das ente Glttd der Correction 

Die Grössen a berechnen sich, wie man aus {(j) erkennt, leicht aus 
den a; man kann sie aber tlirect durcli Autlüsung einer Gleichung 
vom Grade finden. In der That, hat ^(xj = 0 die a zu War- 
zcId, bo sind die a die Wurzeln I von ^(2t—\) = 0J Es waren 
aber die a Wurzeln von der gleich Null gesetzten Function 

also sind die a Wurzeln yon 

Sie sind, wie dieor, nach (7) reell, ungleich und sind <:l. Führt man 
die Potenzirung aus und ditiercntilrt /<mal nach lässt darauf einen 
GOQBtanten Factor fort, so werden ^le a alle Wurzeln der Glei- 
ehung r = 0, wenn 

(«)• . («(II-»))' ^ 



1"^ — etc. 



(2«) • 1.2.(2//)(2« — 1) 

gemacht ist. Man hat jetzt die Formeln^ mit deren HUlfe (a) aus 
den GauBsiachen Tafeln berechnet wird» Nachdem man (a) durch 

(6) bis (d) auf / <p{fydt gebracht hat; berechnet mau dieses durch 

{K), indem man die A und a aus den Tafeln nimmt. Will man 
die Oorreetiön anbringen, bo ist noch JU»*auB (0) erforderiiob: kennt 
man dieses, so giebt das Glied der nachfolgenden Tafel, wetchem 

Corr. vorgesetzt ist, die Correction. Diese Tafel ist der Arbeit von 
Gauss entiiomnien, aus der einige Stücke ausfallen konnten, welche 
hier keine Wichtigkeit haben. Während Ganss sftinmtliche Zahlen 
auf 16, die Logarithmen auf 10 Decimale berechnet bat, so wurden 
hier die Angaben, mit Ausnahme des Falles w = 7 abgekürzt. Eine 
Prüfung hat man darin, dass die Summe aller fUr ein und daaselhe 
II geltenden R gleich 1 ist, ebenso 1 =3 ai+o« = a|+<^— 1 = 
Zu gleicher Zeit liefert diese Tafel f%lr die ersten n die im $.9 
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Tenprocbene numerische Angabe Worzoln von f^{x)ssO, weiche 
•ich aus den a sogleich ergebeni wenn 1 tob dem Flrodncte Sa 

abgozogea wird. 



Ji = l 
ö, = 0,6 

Corr. ^L, 



» = 3 

a^ =0,11270 16654 

O3 = 0,88729 83346 
o, = 0,5 

Ä| = ^ = Ä» ^ = I 
Corr. ^Ä?^* 



» = 5 

a^ — 0,01 GV)1 01)770 
= 0,95308 9023O 
0,23076 63449 
a 0,761123 4d6U 
^ 0,5 

i{, ^ =0,11846 34425 
Mg = ^4 0,23931 43352 
h^mt ^ff^ 0,28444 44444 
log it. =B f ,07f58 43490 
logÄ, = 9,37896 87142 
logÄ^ = 9,45399 74559 



fi = 2 

a, s 0,2X132 48654 
» 0,76867 61346 



I 



Corx. j^L^ 



» = 4 

= 0,06943 18443 

= 0,93056 81558 
a, = 0.33000 91782 

= 0,66999 05218 
Ji, 3= = 0,17392 74226 
R^^R^ = 0,32607 25774 

logA. = 9,24036 80612 

logfl, = 9,51331 42764 



11 = 6 

= 0,03376 52429 
= 0,96623 47571 
= 0,16939 53068 
0^ = 0,03060 46932 
0^ = 0,88063 04070 
ff, = 0,61930 95930 
fl, = = 0,08566 22462 
= = 0,18038 07865 
= Jl^ = 0,23395 63673 
logit, = 8,9327a 946i80 
logÄ, := 9,25619 02763 
log ^ 9,36913 59831 
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ö, = 0,02544 60438 286202 * 
o, = 0/J7455 3D5G1 713798 
Ol = 0,12923 44072 003028 

= 0,87076 55927 996972 

=0,29707 74248 113016 

— 0,70292 2575Ü bb69Ö5 

= 0,5 

Ji, it, =3 0,06474 24830 844348 
Jl, rrr Jt^ 0,13985 26957 446384 
Jl, = jt, = 0,19091 50252 525595 

^4 = llTT = 0,20897 95918 367347 
log/?, = 8,81118 93529 
logfi, = 9,14567 08421 
logil, ±x 9,28084 01093 
logA^ = 9,32010 38766 



U. Anziehung und Wftnne. 



Srlite« Kapitel* 

\:J>..h ® u g e 1. 

§. 1. Den Charakter der Anfgabeu, welohe m den drei Ka- 
piteln bebanddt werden, die Anwendungen der vorgetragenen 
Lebren auf die Theorie der Anzieliung uud Wärme gewidmet sind 
wird ein kundiger Leser schon aus dem Inbaltsverzoichnisse er- 
kennen; mit der Auseinondereetanng derselben in diesem Kapitel 
wird sngleich ihre Lösung für die Engel verbonden, die nicht so 
compli<nrt6 analytische Bechnnngen erfbrdert, dose dordi dieselben 
das Verständniss erschwert werden könnte. 

Wirken Punkte mit Massen fl^ , ^, , etc. ausichend auf einen 
Ponkt 0, dessen Masse der Einheit gleich sem mag, besoichnet man 
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ferner die Entfernungen der Punkte /i,, etc. von 0 mit/?,, Ä,, etc., 
fo läiai lieh die getaramte Assiehnng weiche 0 erleidet 
wenn das AnsiebvngsgMets da« Newtoa'iehe irt, wie -sdioii m 
der liinleitanp^ bemerkt wnrde, der Gr6sM und Riehtnng iieeh 

durch eine einzige Verbindung, auf die Laplacc aufmerk- 
sam gemacht hat (vcrgl. d. Einl.) und wolclie Gauss*) und 
Green ^) da« Potential nennen darstellen* Diese ist 

F=^+^+etc. 

Sind X, y, z die rechtwinkligen Coordinaten von 0; x^, y^j S| von 
etc. 80 wird 

dV _ ti,{x,-x) fi,ix^-x) 

dx 5? + ä; 

also genau die X Componente der Anziehung, welche 0 von den 
Massen f» erleidet, wenn maii eine X Componente wie üblich positiv 
nennt, welche das x des angegriffenen Punktes su yergrössem strebt. 

Auf ülmliche Art findet mau für alle drei Componenteu ihre Werthe 
durch V 

^^^T. ir^r. 

80 dass in* der That die Bestimmung der Anziehong erledigt ist, 
sobald man die Grösse V kennt 

Bilden die ansiebenden Punkte eine znsammenbKngende Masse 

M, und bezeichDct dfi das Element dieser Masse^ so verwandelt 
sich V in das dreifache Integral 

(1)... y^/%i [R = v{^-^j+iy-y.r+{^-^n 

die Integration Uber alle Punkte x^, y^, erstreckt, welche der 

Masse ai^gehören. 

*) BoMlteto SU den Beobacktiisgeii des magnetiaehen YeMlai im Jeln« 
1819. Leipiig, 1840: Allgemeine Lehnfttse in Beaieliiuig auf die im Tfifkefartaii 
Verhältnisse das Qoadrata dar Entfenivng wirkenden Anaialimiga- nnd Abatoaamig»- 

Kräfte, no. 3. 

**) An Essay on the Application of mathematical Analysis to the thcorios of 
Electricity and Magnetism. Diese Arbeit Ton Green, nach Thoinson's Angabe 
1828 schon veröffentlicht, ist von Thomson im Bande 39, 44 und 47 des 
Crelle'schen Journals initgetkoilt. Iin 44t^" Bande S. 368, no. 4 heisbt die 
toetion tb» potaatial ftinolioii. 
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Ds8 Foiential i>t eioe eadliohe Grdfae; dSei n4 m- 

gloick klar, wenn O nicht iu tlcr Mui^se M liegt, gilt aber auch 
noch wenn 0 der Masse M angehört. Um da« Letstere zu 
weisen I beeeidme man die überall endticb aBgenoraraeM DichUgr 
keit dea Punktea dfi mit k, wok ake lieht constant w aein brMwbff 
iKMidern vob Pvokt eu Pnnkt wechseln kann, d. h. irgend eine, aber 
endlich gedachte Function von x^f y^, vorstellt. Daun itt 
(/f» = kdx^dy^(h^, also 

'-iir-^' 

die dreifache Integration wiederam Ober alle Jtf angclidrendea Puiki« 

^i; y%i ^1 ausgedehnt. Fuhrt mau für x^^^ y^, 2^ neue Coordinaten 
ein, indem man 

= x+ilcosa 
- y +Jl sinorcos/? 

— s 4-^ sin/if 
setzt, wo X, y, z, R die frühere Bedeutung; haben, mithin die drei 
ersten die drei Coordinaten von 0 sind, die letate aber die £ntr 
femting des Punktes s^, ff^, 9^ TOn O beaeichnetj und a, ß zwei 
Winkel vorstellen, 0<a<ir, 0<fl<ün: so wii^ v 

also 

folglich eine endliche Grösse, indem jetzt kein Element im In- 
tegral ersclieint, dessen Kenner verschwindet, was in der nrspvttng^ 
liehen Form, für H = 0, eintrat 

Liegt O ausserhalb der anziehenden Masse M, so zeigt das- 
selbe Verfahren, welches sich auf dispanitc Massen ^ bezog, dass 
die Componenten der Anaielmng tieeh durch dieselben Formehi 

dv dv 

ausgedrückt werden, dass also wieder die Kenntnis« yon V 

genügt, um die Anziehung in 0 auszudrücken. Diese 
Diftorentialquotientcn sind endlich. Es bleiben übrigens die drei 
Integrale, welche ihnen gleich sind, nämlich* 
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29^ 



fff 



R* 



äx^dy^ds^'f etc. 



noch endlich wenn auch 0 zu M gehört, weil die Integrale sich 
durch Einführung; der Polarcoordiuateu wie oben in die offenbar 
^dlidiea Integrale 



▼erwandeln. 

Eine der }iauptäächlichsteu Aufgaben welche in diesen An^ 
li^enduDgen auftritt, ist die aogaaanoto Beatimnung dieser Fnn- 
damentalgröaso, des Potentiala, in Beang auf beaondera «infach« 

Körper, Kugeln oder EUipsoide, deren Diclitigkeit gegeben ist; 
mau will mit diesem Ausdrucke andeuten, dass für diese besonde- 
ren Körper eine Vereinfachung der Formel, durcli welche V ala 
dreifaches Integral ausgedrückt wird^ gefunden werden soll. 

Das Potentini eines Punctcs 0 soll im Folgenden nicht immer 
für eine Masse M bestimmt werden (das Wort im eben erwähnten 
Sinne genommen) welche von einer zusammenhängenden und ge- 
schlossenen Fläebo begrenzt wird wie s. B. für eine volle Kugel 
oder ein Vollea EHipsoid, sondern auch für sogenannte Sebales, 
d. Ii. für Massen Jf welche von aussen durch eine geschlossene 
FISche Ky von innen durch eine andere gleielitalls geschlossene E 
begrenzt sind. JSimmt man das Wort ^bestimmen'* in seiner eigent- 
Kchen Bedeutung, so hat die Bestimmnng allerdings keine Schwie- 
rigkeit; mdem man das dreifache Integral wek;hes das Potential V 
darateMty nur über alle Pttukte ausdehnt, welche der Schale ange< 
hören. Man hat aneh noeli einen zweiten W^eg, indem man das 
Potential eines vollen Körpers K bestimmt dem man eine Dichtig- 
keit giebt; welche zwischen den Flächen E und K mit der gcgebe* 
se» llbereiastiminty die aber innerhalb des Baumes E TOrschwindet. 
0aa lotete Ver&hren würde jedoch die analytische Schwierigkeit 
nur auf einen andern Punkt übertragen: denkt man sich nämlich 
die Dichtigkeit zwischen E und K als Function der Goordiuatcu ge- 
geben, so hätte man eine discontinuirliche Function zu bilden welche 
für die Punkte der Schale mit der gegebenen Dichtigkeit ilbereio- 
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kommt; im Übrigen Bnamc, wenigstens innerbdb E versdiwindet. 

Zu einer einfachen analytischen Bestininiung des Potentials wird 
eine solche Methode in der Regel nicht fuhren. Indem hier die 
allgemeinen Gesichtspunkte hervorgehoben werden sollen, wollen 
wir unn die Dtchtigkett der Schale als Function der Goordinltteii 
so gegeben denken, dass diese Fnnction swar nur ftür Punkte der 
Schale die Dichtigkeit derselben vorstellt, aber für andere Punkte, 
spccicll für alle Punkte innerhalb E noch eine anal^Hisclie Bedeu- 
tung behält. 

Der Punkt 0 kann drei verschiedene Laufen annehmen; er 
kann sich in dem hohlen Räume befinde, den E einschliesst, und 
dann heisse er ein innerer*), und Grössen, welche sich auf ihn 

■ bezichen werden durch den Index * bezeichnet, z. B. sein Potential 
durch Vt, £r kann der Masse M selbst angehören, dann heisse er 
ein mittlerer, und der Index ft drttoke dies Verhalten ans; endlich 
kann er ein äusserer sein, was der Index 0 beseiohne« Um alle 
Aufgaben zu behandeln, welche sich bei einer Schale herausstellen 
die wie unsere von Flächen K und E begrenzt wird, gehe man 
Tou der Vorstellung aus^ dass der Körper K voll und wie oben 
angedeutet ist mit Masse erfüllt sei, d. h. die Dichtigkeit in der 
Sehale selbst sei durch die gegebene Function dargestellt die Dksli- 
tigkeit in '£ durch die Fortsetsung dieser Function. Aus IT schneide 
man nun E heraus, und hat dadurch den Ausdruck für das Po- 
tential von 0 in Bezug auf die Schale in die Differenz des Potentials 
von 0 in Bezug auf den Körper K und des Potentials von 0 in 
Besug auf den Körper E zerlegt (Die Buchstaben K und E sind 
gewühlt worden, danut man sogleich dn Bnspiel bei dei; Hand bäbe; 
fUr K setze man eine Kugclfläche, ftlrJB eine ellipsoidische.) Die 
allgemeine Aufgabe, welche sich auf die Schale, also auf zwei 
Gattungen von Flächen E und K bezieht, ist dadurch in folgende 
9*ei zerlcigt, von denen jede sich nur auf je eine Flftchenart 
bezieht: 

*) Diese Benennung ivt filt noMre Zwecke bequem i ftimiDt aber nicht ulk 
der bftufig angewandten fibecein, naob d«r ein Fnnkt in Besng anf dne Iluao ein 
innerer oder äusserer beisstf je nachdem er der Masse angehOrt oder ibr nidit 
angehört 
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1) Da8 Potential von 0 in Beziehung auf den vollen Körper K, 

2) Das Potential von 0 in Beziehung auf den vollen Körper E 
soll gefunden werden. 

Die Aufgabe der Schale Ist also auf die des vollen 
Körpers zurückgeführt. War der Punkt 0 ein äusserer, so 
ist nichts weiteres hinzuzufügen; war dagegen 0 ein mittlerer, das 
Wort in dem früheren Sinne genommen, nach wclclicm es einen 
inmitten der Masse gelegenen Punkt bezeichnet — ein innerer kann 
bei einem vollen Körper K nicht vorkommen — so zerlege man 
die Aufgabe weiter, indem man K durch eine beliebige Fläche F 
theilt, die weiter unten besonders bequem gewählt werden wird, 
welche durch 0 geht und ganz in K liegt. Das dreifache Integral 
von 0 in Bezug auf den Körper K , welches das gesuchte Potential 
darstellt, ist dann die Summe des Integrals über den zwischen K 
und F liegenden Tlieil der Masse und demjenigen über den von F 
eingeschlossenen Körper, also die Summe des Potentials V^ eines 
inneren, nämlich gerade an der Grenzflüclie F liegenden Punktes 0 
in Bezug auf die von K und F begrenzte Schale und von dem Po- 
tential V„ des äusseren, nämlich gerade an der Circnzflächc F lie- 
genden Punktes 0 in Bezug auf den vollen Körper F. Wählt man 
nun F so, dasa sich einfach bestimmen lässt und dass gleich- 
falls einen bequemen analytischen Ausdruck giebt, so ist das ge- 
snchtc Potential bestimmt. 

Behandelt man die Kugel K, so wird eine coucentrische Kugel- 
fläche F, wie man später einsieht, die gewünschte Eigenschaft be- 
sitzen; war A' ein Ellipsoid, so nimmt man eine Fläche F, welche 
dem gegebenen EUipsoide confocal ist. Um alle Potential auf- 
gaben lösen zu können, welche sich herausstellen wenn 
0 beliebig liegt, wenn man ferner Stücke M betrachtet 
die durch zwei Flächen begrenzt werden, welche be- 
liebig gelegene gegebene Kugeln und A', und EUipsoide 
E undF^ sind, also 1) durch A',A',; 2) durch Ä',£; 3) durch 
E, ; hat man daher nur die vier Aufgaben zu lösen: 

1) Es soll ein Potential Va in Bezug auf ein Stück M mit be- 
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.litbig gogebeficr Masse bereclmet werden, wcloIiM durch zwei con- 
eentrisclic Kugeln mit beliLblgen Uadlon gebildet wird. 

2) Für dasselbe Stück soll V, gefunden werdeo. 

3) Wenn das Stück aus c«nfoca]en EUiptoidcn gebildet ist, 
loll man ¥„ finden. 

4) In (Icmsolbon Falle soll man \\ bcstinuncn. 

Die Losungen dieser Aufgaben tindon fiieli im Folgcndcin. Die 
Fälle, in denen die inneren Körper sich auf einen Punkt oder eine 
Ebene rednciren, d. b. die Scbalen volle Kugeln oder EUipsoide 
werden, sind bier eingeschlossen. 

Ein Bedenken könnte bei dem entstehen was über den mittle: 
ren Punkt gesagt wurde, ob nämlich die Formeln, welche für das 
Potential des äusseren oder inneren Punktes gelten , nocb auf den 
Fall anwendbar sind wenn der Punkt auf die GrenzflSebe rückt 
Diese PVage ist unbedingt 7a\ bejalien wenn es Biel» nm endliche 
Dichtigkeit handelt; denn es ist V eine continuirlicbe Function dec 
Coordinaten x, ff, % von 0, ändert sieb also unendlich wenig wenn 
0 von dem äusseren oder inneren Baume an die GrenaflUebe rttekt 

§. 2. Nach diesen allgemeinen Betraciituiigcn gehen wir zu 
der Kugel über und stellen uns die Aul gäbe: 

Die Dichtigkeit k einer Kugelschale , weiche durch zwei con- 
centriscbe Kngelflacben mit den Badien r und begrenst wird 
<< r) ist gegeben ; welche Anziehung erleidet ein beliebiger Puukt 
0 durch die Schale? 

Nach dem Vorhergehenden ist die Frage beantwortet, sobald 
man das Potential des Punktes 0 kennt; wir haben mnen Aus- 
druck für dasselbe wie Air jedes Potential in unserem dreifachen 
Integrale: es kommt nur darauf an, dasselbe der besonderen Form 
unserer Masse gemäss möglichst einfach darzustellen. Nach §. X 
sind hierbei awei Fälle au unterscheiden; 0 kann nämlich der Masse 
angehören oder ihr nicht angehören. Man sah dass das Besultat 
im ersten Fietlle sieh aus dem im «weiten leicht bilden lüsst, so dass 
wir das Verhalten bei der zweiten Lage von 0 zunächst zum Ge- 
genstande unserer Untersuchung raachen. Hier sind wieder zwei 
▼emhiedene FäHe zu betraditen, indem O ein ämwerar Pnnkl>oder 
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ein innerer sein kann, d. Ii. ea k/inn 0 um nriHir als r oder um 
weniger als vom Mittelpunkte der Knp^eln entfernt liegen. Wir 
iMginiHni mit 4i«r Behanckinng dea ersten Falles, suchen also das 
Poteaiial des Hn^ter^n Panktes K« fHr die Kagclfiehalei die 
^hnfftm sieh In eine Yolle Kugel verwandeln würde, wenn ver- 
schwindet. 

Um das drd&cbe Integral 

y -Jl ^1 

über alle Punkte ^,,^,,54 der Kugelschale, zu vereinfachen führe 
man Polarcoordinaten ein; es waren die rechtwinkligen Coordina- 
ten von O mit x, y, % bezeichnet, die eines unbestimmten Panktcs 
der Kugel durch x^ , v. f • Sind dann r und r, die resp. Ent- 
fernungen der beiden Tunkte vom Mittelpunkte, also 

• V, < r, < r < r, 

•o setze man 

y = r MnO cos tp y^ =r^ sin cos i//, 
« = r sint^äint/; s^ = hmO^ siin/^, 

0 0<V;<2«; 0<Ö,<«i Ü<V, <2ff, 

if = if(r,,d,,i/^,), 
beMte aneb die AbkOrsnogen des §. 6(> bei: 

cosy =3 cos ^ cos Of+einO sin ^^ cos 9). 

Dum wird 

=^ («-«^.)'4-(y-if.)H(»-».)" 

s=r'— 2rr,co8y+rI 

(^x^ dy^ c/5, = rj sinÖ^ dO^ dkli^ 
also die gesuclitc Grüssc Y 

< 4 K >V-2iT,co.,+r; 

Dies Resultat tritt noch in Gestalt eines dreifachen Integrales auf; 
der Ausdruck von V lässt sich aber mit Ilülfe der Lehre 
Ton den KngelfunctioneDi wie man sogleich sehen wird, 
wesentlich Tereinfachen. 
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Di« tnteprediMi^e Anfgftbe wird sieh bei iem 4so«plt«irlmB 

Körpern, die Gegenstand der folgenden Kapitel sind, bis zu einem 
Ausdrucke für V welcher dem obagen entspricht auf ganz ähnliche 
Art wie hier behandeln lassen, auch das Prinup der Yetmimimg 
bleibt dort dasselbe wie hier: Hau entwickelt atolioh k md IT^ 
nach Eugelfanctionen, wie es hier in Besag anf $^ nnd ip^ mit 
^(»•i; V.) mit Ä~^ = (r' — 2rrjC08/ + r;r* geschieht. 

Die Eutwickelung erstens von F lässt sich, so Isnge 
diese Function allgemein Ueibt, oatUrKch nicht so «nsAlhren das« 
die Gonstanten, welche darin auftreten, frei von Integrationen bleir 
ben ; dieselbe ist, wie man aus dem ö'«"" Kapitel des zweiten Thei- 
les weiss, iinnier möglicli. Um sie zu erhalten benutzt man die 
Formeln des §. 98, setzt also (p. 265) 

(2) . , . F{r, ,0,,%)^ etc. , 

wenn hier, wie an der erw&hnten Stelle, X" dieselbe Function von 
ö,, 1//, bezeichnet, welche von 0 uud \p ist, und Ä" zur Gattung 
der P" in Bezug auf 0, i/;, oder was dasselbe sagt X!* in Besag 
auf ^, , % gehdrt Die Formel (p. 265, d) giebt nach Vertauschang 
von $ nnd mit ^, , V, 

(3)... Ä- = ^/"d<?sin^ J»'(r,,ftV)i*(cosy)cl^- 

[Deutlicher aosgedrackt: Mao nenne die IntegratioMihiichstabsii 

in {d) nicht ö,, i//, sondern ö,, i//, ; vertausche dann überall dy\p 
mit 0^, und setze schliesslich für die Iiitegrationsbuchstaben 
, iff^ andere nämlich 6, Der Ausdruck (3) lässt sich noch weiter 
reduciren, indem man für jP" die endliche Reihe setzt, durch welche 
diesö Function nach (49, a) dargestellt wird , nnd die Kngelfnnctio- 
nen von zwei Veränderlichen P,n (co.s^} cos mip, P," (cosö, ) cos »it/;, , etc. 
mit Fortlassung des Index n (§. 71 und 77) durch C«, CL, S«, Si 
bezeichnet; a ist die nmnerische Constapte der Gleichung (49). 
Dann wird 

r(co8y)= T(-ira«(C«C:+S„S«), 

d«o nach (3) 

(4) . . ; = ^2(-l)"a.(«.C„+;S„S„), 
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§. 2, 6. Kugel. 305 

wenn mtn vor AbkfirBun^ 

(4, a) ... a: = y^"dOBm of^^^F^T^, 6, ^)CZd^, 

(4, 6) . . , Ä = dO f,m of^Fir,, 0, tp)S2dip 

setzt. Die Grössen a«, und ^« sind daher nacli 0, \p, 0^, con- 
Btant, aber Functionen vonr,, die so \an^c F allgemein bleibt, nicht 
weiter redncirt werden kOnnen. Um diese Methode den späteren 
mSglichst bestimmt gegenüber su stellen, denke man sich, dass der 

Ausdruck fUr P"(cos;') durch da« Verfahren von Jacobi (§.70), 
also ohne llidte der partiellen DiATcrentialgleichung gefunden sui. 

Wir haben zweitens Ä"* nach Knp;elfunctionen zu entwickeln} 
in unserem Falle ist schon aus §.3 der Theorie der erforderliche 
Ausdruck bekannt, während bei den EUipsoiden die Schwierigkeit 
der Anfgabe darin besteht, dass eine geeignete Entwickehmg er^ 
aufgefunden werden muss. Man weiss, dass hier, wo r^<ir, 

• 

die Entwickelung nach Kugelfnnctionen in Besug auf 0,, ^, giebt 
Sotst man (4) und (5) in den Integralansdmck für V ein, 

multiplicirt sie also mit cinaiider und mit Mn0^d0^d^fJ^, integrirt 
darauf in den Grenzen, so werden alle Producte P''X^' fortfallen, 
in denen nicht p ~ n. Fiir p = n ermittelt man das Integral, in- 
dem man wieder fttr P'*(cos;') die Reibe und (§. 72) 



U II . 



An , 

II 1} 



setzt Dadurch wird das Potential des äusseren Punktes 

(6).,. r« = zi+zi+zi+etc., 

wenn Zl naeh 0 und ^ mr Elasse der P" gehört, nämfich durch 

(6, a) ... R = T(-ir«:(r^V'«:rf^.+ 

gegeben iat. 

ntln«, Rta4buch d. Inftlftraetkmmi. 20 
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306 Kugel §. 3, 6. 

§. 3. War der Pankt 0 ein innerery so bleiben die Be- 
trachtungen des vorigen Paragraphen bis zur Entwickelung von 
Ä"** durch (5) ungeändert; da aber jetzt r<cr,, aUo gewiss r<;r, 
ist, so convergirt jene Reihe nicht mehr, und man muss sie darch 
die nun convergirende 

(6,fl).,. ^ = "F-^i."(co.y) 

ersetzen. Geht man nun weiter wie im §.2, so erliiilt man, ent- 
sprechend den Gleichungen (6) und (6,a) daselbst, folgende Lösung: 

V, - zl'+Zj-f Zj+etc. 

. r=r.;i;(-i)-a.(c/'^+s./'^:.)- 

Will man nach Anleitung des §. 1 den Werth F^,, welcher 
sich auf einen der Masse angehörenden Punkt 0 bezieht, für den 
also 

< r < r 

ist, aus Vg und V, susammensetsen, so hat man nur die zwei Aus- 
drucke zu addSrcn, welche das Potential von 0 in Bezug auf die 
von und r begrenzte, resp.- die von r und r begrenzte Schale 
dantellen. Daraus folgt 

= 2i+Zj,+Zj-|-etc. 

4- Ä:(r-'y V- rf*-! -i- <^'-.)J • 

r« r • 

Beispiel. Ist die Dichtigkeit k oder jP(r,, 0^,%p^) constsnt 
und gleich 1, so reducirt sich ihre Kntwiekelung nach Kugelfunctio- 

nen auf ein einziges Glied = 1 ; allgemein würde sie nur ein 
einaiges Glied enthalten, wenn die Dichtigkeit von r^ allein ab- 
hängt, nicht von 0^, also auf allen Punkten derselben mit der 
gegebene» concentrischen Kugelflftche glekfa bleibt Fttr n-^O 
wird 

= 1, S, = 0, a, = 4in, Ä = 0, 
wodurch man findet: 
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Kugel. 307 

- "3 

^ 3 3 r 

§. 4. Um den üebergang zu den folgenden AufgJibeii m bil- 
den, wird darauf aufmerksam gemacht dasS; wenigstens für die 
Kugel, Va bestimmt igt sobald man seinen Werth filr alle Punkte O 
kennt» welche der äusseren Grensfläclie mit dem B&dius r ange- 
hören. Ist n&mlich F« ftlr r=sr bekannt, z. B. gleich f{d,\p), so 
kennt man auch jedes Glied der Entwickelung von F« nach Kugel- 
fanctionen, also den Coeflicienten von jedem oder fürr = r; 
er wird, wegen der Einheit solcher Entwickelnngeni gleich dem 
Goef&cienten von CS oder Si bei der Entwickelung von f(d, ip) nach 
Kugelfnnctionen. Der Goefficient von CS in F« ist, wie man aas 
(6, d) siciit 

ähnlich der von SS; kennt man diese Grössen für r = r so kennt 

man sie auch fi'ir jeden AVerth von r, indem man den Ausdruck 
für r = mit der für jedes m gleichen Grösse 



mnltiplicirt Denkt man sieb f{ß, ^) nach Functionen der Gattung 
1^ in ^ne Beibe 

F«+r+r+ etc. 

entwickelt, so wird daher das n*'' Glied Z« der Entwickelung von Va 
durch die Gleichung 



r 



geAmden« 

Auf gleiche Art zeigt sich, dass der Werth von F« för alle 

Punkte O der inneren Fläche (r=ro) zur Kenntnis» des allgemeinen 
Werthea von F« genügt, und dass man hat 

20* 
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Der Ausdruck von F" durch f ht, wie man ans p.265 weira: 

Hierdurch erhält man einen Satz, der wenigstens gilt, 
wenn die unten zu erwähnende Fläche, für welche man das Potential 

kennt, eine Kne:elfläche Ist: Wird eine l^lassc durch zwei ge- 
schlossene Flüchen Fa lind F, begrenzt, deren erstere, die äussere, 
die zweite ganz cinscliliesst; so gcnilgt die Kenntniss von V„ Air 
alle Funkte O die auf Fa Hegen, resp. Ton für alle 0 auf F« 
zur Bestimmung resp. von V„ oder V, für jede Lage von 0, das 
eine IMal iui äusseren Kainiu' iiber Fa liinaus, das andere Mai in 
dem von F, umschlossenen liaumc. 

Fttr die Kugel ist wie gesagt dieser Satss bewiesen, nnd wir 
konnten auch diese Potentiale finden, sobald die Aufgabe des §.2 
und 3, Va nnd K, betreffend gelöst war. Ob die Begrenzung, für 
welche das Potential nicht gegeben ist, eine der ersten concentrische 
Kugel oder eine andere Fläche war, kommt hier nicht in Betracht; 
man kann sie sich als einer Kugel angehörend vorstellen, welche 
zum Theil die Masse Null besitzt, ohne dass die Methode ver- 
ändert werden müsste. Der Satz gilt aber allgemein, wie ganz 
scharf aus der allgemeinen T heorie des Potentials folgt; in der für 
unsere Zwecke hinreichenden Allgemeinheit soll er unten bewiesen 
werden. Hier kam es darauf an, den Zusammenhang desselben 
mit der Aufgabe, welche filr die Kugel schon gelöst ist zu zeigen, 
nämlicli mit der Aufgabe: und F^ zu fuulcn, wenn man die 
Masse des Körpers kennt. Man hat also bereits eine Lösung der 
folgenden Aufgabe (wenigstens für die Kugel), welche nun als 
aelbatständige Aufgabe, d. b. so behandelt werden soll, dass 
ihre Lösung unabhängig von der des §. 2 und 3 wird: 

Das Potential einer wie oben angegeben begrenzten 
Masse ist für die äussere resp. innere Grenzfläche be- 
kannt: man Boll für jede Lage von 0 entweder oder 
resp. V, finden. 

Die Auseinandersetzung der allgemeinen Theorie des Potentials, 
wie sie von Gauss und Green in den oben erwähnten Werken 
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geacbafei wordea ist, ttbencbreitet die Gbrensen welche wir uns hier 

gesteckt haben ; wir bcftirchteten nicht, dass durch diese AnslaSBimg 
in unserer Arbeit eine wesentliche Lücke iinausgetullt bleibe^ wenn sie 
gleich auch als Lehrbuch zu dienen bestimmt ht, weil in nächster 
Zeit die Yeröflentlieliung der Vorlesungen von Diricblei über die 
naeb dem umgekehrten Quadrate der Entfernung wirkenden Erttfte 
an erwarten steht, von denen mit Recht gc>a<; t worden Ist, dass sie 
das beste Lehrbuch iur jenen Gegenstand bilden würden. Es sollen 
aus dieser Theorie nur einige Punkte erwähnt werden, die unsere 
Aufgabe in das rechte Lieht setzen: 

Bei Untersuchung des Potentials wird auch der Fall betrach- 
tet, hl welchen F, und Fa einander unendlich nahe rttcken, oder 
wie man sich dann ausdrücken kann, wenn man sich eine einzige 
Fläche F mit Masse von der Dichtigkeit k belegt denkt, so dass 
also auf das Element dw der Oberfläche eine Masse kd» kommt; 
diese Vorstellung ist höchst geeignet für die Behandelung der Auf- 
gaben in der Lehre von der Electricität. Es wird dann das Po- 
tential eines Punktes 0 in Bezug auf diese Fläche 

/'kdut 

^'^J IT' 

das Doppelintegrai Uber alle Punkte der Fläche F ausgedehnt. 
Unterscheidet man einen äusseren Raum und einen inneren, welche 
durch V getrennt werden, so läset sich wie im §. 1 aeigen, dass 

auch hier noch continuirlich in F, übergeht, wenn 0 von dem äusse- 
ren in den inneren Kaum eintritt und umgekehrt, während die Dif- 
ferentialquotienten 

ÖF. ÖF. ÖK^ ÖK. 

sich sprungweise ändern können; nimmt man die Achse der X in 

irgend einem Punkte von F senkrecht auf F, so unterscheidet sich 

von in diesem Punkte um +4iimal der Dichtigkeit k in 

demselben. Ist also das Potential in die.-^cin Falle einer fingirten 
Dichtigkeit für die Punkte 0 welche F angehören gegeben, gleich- 
gültig ob es die Grenze von oder sei, indem (s. o.) V sich 
beim Durchgange von 0 durch F continuirlich ändert, — diese Grössen 
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tho dieselbe Gnnzß beaitseiii — und kann man die obige Auf- 
gebe lonm, also für alle O sowohl F« als K« Bnden, so kennt 

man die Dichtigkeit dei* Masse ^clüktrische Vcrtheiluug) k in jedem 
Punkte von F. 

Hiermit verbinde man noch den allgemeinen Sats, den Gauss 
in der erwähnten Arbeit no. ^ beweist: Anstatt einer beliebigen 
Hassenvertheilung, welche entweder blos auf den inneren« von einer 
Flftche F vollständig begrenzten Raum; oder nur auf den Kusseren 
Raum beschränkt ist; lässt sich eine Massenvertheilung k auf F 
selbst substituiren, so d.iss die Wirkung von k resp. im äusseren 
oder inneren Baume dieselbe ist wie die der wirkliehen Masse, — 
und hat dann durch Lösung der zu behandelnden Au%abe «n 
Mittel; die Grösse k su finden. 

§. 5. Nachdem im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, wie 
die Aufgabe; welche iUr die Kugelschalo p. 302 — 306 gelöst ist, 
nttmlich das Potential eines Punktes fUr eine gegebene Masse nach 
Eugelfunctionen zu entwickeln, mit der andern ausammenhXng^ 
deren Lösung wir aus p.307 ftlr die Kugel kennen, das Potential 
einer Masse für alle äusseren oder alle inneren Punkte 
anzugeben, wenn man es auf der äusseren oder inneren 
Begrenzung kennt, so soll eine Metbode zur directen Lösung 
der letzteren entwickelt werden, ohne dass es nöthig wllre, die 
entere als Verbindungsglied zu benutzen. 

Bereits in der Einleitung wurde erwähnt; dass 

der Differentialgleicbong ^fT=0 in der Bezeichnung des §.76, 
vollständiger 

a'T d'T d'T _ 

genttgt; daraus folgt dass F, als Summe oder Integral von An»- 
drileken /tT, eine Lösung derselben Difierentialgleiehung 

a^K Ö^T £K 

wird. Ist nun die äussere oder innere Fläche F gegeben, so wird 
K« jedenfalls die Bedingungen erfüllen müasen: 
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1) 2l*K. = 0. 

2) Eb bleibt endlich für jede Lage von 0, und es wird Noll 

wenn 0 in iinendliclic Entfernung riUkt. Die Diftcrentialquotien- 
teu von Va ein und zweimal nach x oder nach y oder nach s ge- 
nommen bleiben für endlich entfernte 0 sicher endlich. 

3] Es ist eine gegebene Grösse wenn 0 auf F liegt 
F( mqss jedenfalls den Bedingungen genügen: 

1) J'F, =^0. 

2) E^ bleibt F„ im ganaen inneren Baume 

endhcb, ebenso -g^,-; 

3) Es ist F« gegeben wenn 0 auf F liegt. 

Man findet dasa, wenigstens bei der besonderen Art von F, die 

wir im Folgenden annehmen, K„ und V\ durch diese Bedingungen 
wirklich vollkommen bestimmt bind, und dadurch hat man unsere 
Aufgabe auf« die rein mathematische zurUckgefUhrt, welche entweder 
durch die ersten oder letzten drei Bedingungen ausgedrückt wird. 

Wir sagten in diesem Sinne oben (§.4), dass der erw&hnte 
Satz für unsere Zwecke mit hinreichender Allgemeinheit bewiesen 
werden sollte. 

Endlich erkennt man auch aus §, 76 dass die Att%abe F» zu 
bestimmen mit folgender tkbereinstünmt: Es ist der von der Zeit 
unabhängige W&rmezustand V, eines homogenen von F begrenaton 

Körpers zu finden, welcher an der Grenzfläche in einer gegebenen 
von der Zeit unabhängigen Temperatur erhalten wird. 

Wir gehen nun cur Lösung unserer Au%abe für die Kugel über. 

§. 6. Indem wir die Autgabe, welche zu Anfang des §. 5 
hervorgehoben war, für den Fall dass die Begrenzung durch eiuQ 
Kugelfläche F gebildet wird durch das Verfahren, welches so eben 
angedeutet wnrde> lösen wollen, fllhren wir wieder Polarcoordina- 
ten ein. Es sei der Badius Ton F gleich v; nimmt man den Mit- 
telpunkt dieser Fläche zum Anfangspunkte der rechtwinkligen 
Coordinaten, nennt ferner r die Entfernung eines beliebig gelegenen 
Punktes 0 mit den rechtwinkligen Goordinaten x, y, % vom Mittel- 
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punkte und setzt 

so verwandelt sich /J'V =0 m folgende Gleichung 

W... ör — + dS = 

Es mag V das Potential eines äusseren oder inneren Punktes sein, 
diese Gleichung muss es jedenfalls erfüllen, und ausserdem wenn 0 
in F fällt, d. Ii. für r = r sich in eine gegebene Function von 0 
und y/, die f(d,yj) sein soll verwandeln. Man hat also 

(6) ... V = f(e,^y, (r = r). 
Entwickelt man F für alle Wertbe von r nach Functioneii der 
Gattung P In Bezug auf 0 und xp, seist also 



MosO 

und wie §. 4, p. 3ü7 

2m 4-1 /^^ /^2;r 

80 hat man nach (6) 

r = Z"i (r = v). 
Da nun der Gleichung 

sm^ 0 difr- • * * ' 

genügt; so reducirt sich (a) auf 

Es gehört aber Z*, also auch und seine Differentialquotienten 

nach r, diese auch noch multiplicirt mit r, also das m''^ Glied der 
ganzen vorstehenden iSumnio zur Classe der P** in Bezug auf 0 
und tp, so dass die Summe nur verscbwindeti wenn das Glied 
selbst verschwindet. Daher wird 
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r— gp -»(»+1)2 =0, 

d. Ii. Z"* = gr'*-\-hr~*~^ wenn g und /* Constaute nach r vorfttellOD, 
die aber noch 0 und enthalten können. 

Jetzt scheide man die beiden FlÜk, die bisher gemeinBam be- 
handelt wurdeoi und betraebte geeondert F. nnd K». D» »s Q 
r es oo, eo kann 22 kein $r; da K« iür r=sO endlich Ueibt^ ae 
kann Zl kein h enthalten, so dase 

heryoi|;ebt. Für r = r milsten beide Ausdrücke geben, wo- 
durch man in Uebereinatinmiung mit §.4 erhSlt: 

od^ 

Dieae Btthen laasen aicb leicht aummiren, nnd aomit kann man anch 

die Resultate des §. 4 rereiniachen; setat man n&mKch Air F** seinen 

Werth eio^ so sind die Glieder, welche n enthalteni resp. 

(2ii+l)(^J'V(cosy), (211+1) (^)>(cosy). 

Beseiehnet a eine Grösse die wie resp. - oder - kleiner als 1 ist. 

r X 

so wird 

JS(B*P*(cosy) = -=4==, 

2aco8/+a* 

folglich 

2:(2«+l)a-r (cos/) = 

(1— 2aco8/+a )' 

tmd endlich 

n( . (r'-2rrco3/+t')* 

«(f (r»-2rrcoay+f')* 

§. 7. Die Keihe tur 

1 1 
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wdksbe im ' §. 2 und 3 angewandt wnrde, imd dt6 «ne nach Kngel- 
fanetionen der neuen Coordinaten 0, tp oder (\ , geordnete war, 
konnte man sich dort durch Mittel gefunden denken, welche die 
Betrachtung der partiellen Differentialgleichung zl'T=0 nicht vor- 
anssctston. Durch die Untersuchungen des vorigen Panigraphcin 
wird urian daranf hingewiesen, dass man noch auf eine andere Art 
die Entwiokelnng von T nach Kngelfnnctionen finden kann; nilr 
das Princip dieser Methode soll hier erörtert und die weitere Aus- 
führung an einer späteren Stelle, welche die EUipsoide beti'ifft, mit- 
getheilt werden. 

Man betrachte daan die im §. 6 behandelten Aufgaben als die ur- 
sprünglichen, und denke sie sich ge)68t: die Entwickelung von T 
wird dann eine Form annehmen, die sich aus den Formen der 
Ausdrücke Va und zusammensetzt Man denke sich nämlich 
die Kugelfläche mit dem Radius x in dem leeren Baume vorliegend, 
und x^, ff^, %i als Goordinafen innerer Punkte; d;, a als die 
Xliafeerer Pmikte. Da nun T sowohl der 6lM<^nng 



ab auch 



S*T d'T d"T _ 



genügt, so ist T wegen der ersten Gleichung ein Potential V^, 
(dessen Werth an der Oberfläche der Kugel mit dem Kadius r 
eben durch den Werth gegeben wird, welchen T dort annimmt)i 
wegen der aweiten in Bezug anf x^y y, , a, ein Potenttal F«, muss 
also eine Form haben, die wenn u\ , etc. constant sind, es zu F«, 
wenn x, etc. constant sind, es zu raachen. 

Wendet man diese Betrachtungen auf die Kugel an, und führt 
dazu die Polarooordinaten ein, so erhält man als Besultat gerade 
die Entwickelung von T, welche p. 305 angewandt wurde; das Ver- 
fahren soll ans dem Gh'nnde bei den Botationsellipsoiden zuerst 
durchgeführt werden, weil es hier, für die Kugel, im wesentlichen 
kein anderes ist^ als das wodurch man früher §. 66 die Entwicke- 
lung von F!*(j(iOBy) fand. 
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Bfi dar Eng«l wttrdMi ttett 4er reclilwiDkligeB CM»i4iBaieo ^« 

Übllohear, 6, %p eingeführt; aock bei den EUipsoide« wird imb 

sich solcher bedienen, die oben in der Theorie schon benutzt wa- 
ren. Pas hier zu Grunde liegende Prinzip besteht nämlich darin, 
Coordinaten y einzuführen, die einen möglichst einfachen Au»- 
drock dafür gestatten j daas ein Pofikt auf der einen oder anderen 
Grensfl&che liegt; die Polarcoordinaten erfüllen diesen Zweck f)Qr 
die Kugel, indem dort die einfache Gleichung r = r oder r = 
die Bedingung ausdrückt, dass ein Punkt sich auf den Grenzflächen 
befinde. 

Die LöBungen der Aufgaben in diesem Kapitel enthalten nichts 
wesentliches, was nicht schon bd Laplace in der M^anique Ce- 
leste zu finden wäre. 

Das Rotationsellipsoid. 

§. 8. Die erste Aufgab^ welche hier behandelt wird, ist gana 
entsprechend der ersten, im §, 2 für die Kogel gelösten: Es soll 
die Ansiehung eines vollen Kotationsellipsoides, oder 

einer durch zwei confocale liotationsellipsoide begrenz- 
ten Schale von gegebener Dichtigkeit auf einen der 
Masse nicht angehörenden Punkt gefunden werden. Man 
hat dazu nnr das Potential 

aufzusuchen, wobei die dreifache Integration auf alle Punkte des 
Ellipsoides resp. der Schale auszudehnen ist. Der Einfachheit hal* 
ber hiMideln wir aonftcbst von einem Tollen Ellipsoide^ nad denken 
uns daher den angesogenen Punkt 0 in dem äusseren Baume ge* 
l^gen$ die Gleiehung des Ellipsoides s« 

es mag e eine reelle oder rein imaginäre positive Grösse vorstel- 
len. Wir fuhren Polarcoordinaten, sowohl fUr die rechtwinkligen 
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9, y, » Toa O als auch für di« Coortfinateii , y, , »( ein«« anbe- 

stimmten Punktes, welcher der Masse angehört, ein und setzen 

y sss. /r'— -e* UQ 6 Gos^ jf, = J — e* sin cos 

s sin 0 sin i/; — ]-r\ — sin 0^ sint^, 

0<Ö<«;0<V'<2« ü< <«; ü < <2» 
^ — = y rj<r<r. 
Diese Coordinaten entsprechen dem Prinzipe des §. 1, indem jeder 
Punkt, dessen lineare Coordinatc r oder r, gleich r ist, auf der 
Oberfläche des gegebenen Ellipsoides liegt, indem ferner jede Func- 
tioD der drei rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes, sobald der- 
selbe auf die Oberflftche rUckt, in eine Function der zwei Winkel- 
ooordinaten 0 und oder 0, und ^, allein übergeht Ist e reeU, 
80 sind r und r, grösaer als e; für ein imaginäres e kann auf Null 
herabsinken. 

Man hat im §^ 2 gesehen daas zur Veremfaehniq; dea Potential- 
ansdruckes die Entwickelung von nach Kngelfunctio- 

nen in Bezug auf 0 und rfj oder 6^ und t^, erforderlich war; 
wir beschäftigen uns nun mit dem Aufsuchen einer solchen Reibe, 
und werden uns dabei der Benutzung der Gleichung A'BT^ = 0 
enthalten, um später, nach Andeutung des §. 7 dieselbe Entwicke- 
lung, nach der Lösung der betreffenden Potentialau^aben, durch 
diese partielle Differentialgleichung aufzusuchen. 

§. 9. Aus der Gleichung (4, a) in der Theorie folgt 

(a) ... — = 

W • • • ji ^ («— a;,) + t(y-y,)co8i?+t(»— ajsinj? 

wenn x^Xi eine positive Grösse vorstellt; würde x — x^ negativ 
seini so wftre die linke Seite mit dem negativen Zeichen an nelb 
men, während flXr xs^x^ die Formel unbrauchbar ist. ^Zur grösse- 
ren Bequemlichkeit wird nur der Fall betrachtet dass x und x—x^ 
positiv sind; die Entwickelung in diesem Falle reicht hin, um die- 
selbe für alle Fälle zu finden. Da r > r, so denke man sich des- 
halb 0 beliebig klein, während d| allgemein bleibt, und fUhre unter 
dieser Voratissetzung die Entwickelung nach Eugelfancüonen ans. 
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f Gekgeoliich wird diMramf hw^wiewB, daas 

«•=r(a.-a:.y+(y-y.r+(s-«i)', 

= r'-frj — e^sm'O — e'sin^Ö, — 2rr, cos^coa^i . 
— 2 e* yrj — e' sin ö sin ^^ cor (pt 
seinen Werth nicht ändert wenn 0 mit ^| oder rogleich d und 
mit n—d und it — ^, vertauscht werden. Es haben also folgende 
Punkte die gleiche Entfernung R: 

1) (r, 0, v) ""d (n* ^1* V.) 

2) (r, V') - (r„ 0, 

3) (r,«-d, V) - (r,, 

4) (r,fr -e?, ,frt • (r,,n-(?, V',) 

deren Anzalil man noch verdoppelt, indem man auch mit % 
yertanscht.] 

Der Nenner des Integrals in (a) zerfällt in die Differenz zweier 
Theile; der erste 

. jT+Hf^^^V+Msini? 
geht nach Einfbhrnng der Polarcoordinaten in 

rco8Ö + i]V^—e*8inÖ 009(^ — 9) 
Uber, während der zweite gleich 

r^ cos $1 -ftl'^rj— c'sin cos(^j — ij) 
wird. Man setse nun überall in diesem Kapitel 

ferner zur augenblickliclien Abkürzung 

« = p cos(? +t]/^'— Isinö coe(V' —v) 

ß ( os^>, 4- tV^; — l8inö,coB(V,— »y), 
und ündct dann aus (a) 

(6)... -^-=y 

Ans dieser Formel l&sst sich die gesuchte Reihe nach §. 17, 

Formel (14) leicht ableiten, indem 

=T(2ii+i)i'(Ä(r(«) 

wird, Toraasgesetst dass 
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Diese Ungleielilieit beekelt siebt imer, wird aber bei bkiliiig&k 
kleioem 0 erfllllt, wetehea Wertfi awiie he a 0 «od 3ii ftiush ly es- 

nebinen mag. 

fUro den Werth dieeer H odain so «chStseni setse man (cf. §. 38) 

>^a*— 1 = iV— 1 C08 q-\-%p%mq, 
wo p mit ^ zugleich reell oder rein imaginär sei, und Yp'—l daa 
Zeichen von p erhftlt War g reell , also (p. 316) grOsser als 1, 
so wird auch p grOsaer als 1 genommen werden kdnnen. Dann 
hat man 

p cosq = QcosO 

)/p'— 1 sin g = y^*— 1 sin ö cos — i^) ; 
ans diesen Gleichungen lassen sich bei reellem oder imaginSrem g 
offenbar p ond q anf die geforderte Art bestimmen. Femer er- 

giebt sich 

Bei festgehaltenem (>, 0, t//, erhält p den grössten Werth wenn 
cos(^— 9) =s + iy den kleinsten wenn cos(^— 47)=0. In der 
Thaty hat man für ein gewisses g, 0, 17» ehi bestimmtes p und q 
gefunden nnd ändert nnn 17 so, dass cos (t// — 17) absolut abnimmt, 

so ist das neue p und q (es sei p nnd q) so beschafi'eD; dass 

pcosq = pcosg 

}fp*—l9mq < /p'— Ising. 
Würde nun p^p sein, so mttsste eos(|<cosg> also sinq>smg 

werden; die zweite Ungleichheit giebt aber 

smq <C sin q ^ <C waq, 

widerspricht also der eben gefbndenen. Hieraus folgt |><p. Eine 

einfache geometrische Betrachtung, welche bekannte Eigensdiallen 

von Ellipsen zu Hülfe nimmt, würde dasselbe geben. 

Das kleinste p findet man also ans den Qleichungen 

pcosg = gconO, 

^p"— Ising = 0 
als p=:(fetM0, und tthnUch das grtate p ans 
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}p' — l sin q ~ ] ()' — 1 sin Ö 

als p — Q' Hieraus folgt, indem, man das wm ▼4Mi a gfengt ist 
auch für ß dorchfUhrt, dasB 

M{a 4- y'?^) >*Jlf(^c08 Ö4- cos'^ — 1), 

bei ItinlftngUch klemem d wird die erste Ungleichheit befiebig nahe 

ferner ist 

md damit du Beatehen der geforderten Ungleichheit für kleine 9 
bewieeen.] 

Setzt man also ä binlängHch lilein yoranS; so läast sicli ~ 

et — p 

durch die angegebene Beihe ersetsen und man findet 
(c) . . . ^ = T(2ii+l)/V(/9)0-(«)rf9. 

Um znr schliesslichen Form zu gelangen entwickelt man P^(ß) 
und nach Cosinus der Vielfachen reap. von — »;) und 

\fj — ij] die Formeln hierzu liegen tcrtig vor. Wird nämlich in 
(49; a) zugleich x, x^, q> resp. durch q^, cob&i, n+V'i — 9 ersetzt, 
so entsteht: 

J^(Ä = Tfl:P:(cosÖJP:(ft)co8m(v;,-j^) 

«esO 

wd ans §.75, nftrolioh ad 1 wenn f reell ist (weil eos^<l, aber 
^cos^ nahe ^ also >■ 1 wird), ad 2 Air ein imaginäres g: 

(a«+X)(r(«) 2 2^ (-iriC(cos(?)(?:(rtcoa«i(y-i,), 



für f» = 0 die Hälfte des betreffenden Gliedes genommen. Bildet 
man das ii"^ Glied in (c), indem man das Product der beiden vor- 
stehenden Formeln nach ^ integrirt, wodurch die Vielfachen von fj 
fortfallen welehe höher als das'fi*' sind, so entsteht, entsprechend* 
der Formel (5) für die Kugel, hier die folgende Entwickeluug 
von \ welche zur Behandeluug der Potentialaufgaben 
beim. Retatioss-Ellipeoide angewandt wird: 



Digitized by Google 



820 



Botfttioatelllpvoid. 



§. 10, 8. 



(8)... 4= ^ 



HS:» 



(8,a).., r"= -S(-ira:JP:(co8^)P:(co8Ö,)P:(^j)W(^)co8»(v^Vi)- 



Die Glieder F dieser Reihe sind, so wie R selbst , symmetriseli 
nach 0 und 6^ , oder nach und i/;, ; die Entwickelunj^ also 
ist nach Functionen der Gattung P sowohl in Bezug auf ß und ^i, 
alB auch in Besag auf 6^^ , oder 0, oder 0, , gvordnet 
Hier ist al derselbe numerische Werth wie frUher, nSmlich 

(1.3...(2n-l)y 

für m = 0 die Hälfte genommen. 

Obgleich diese Formel unter der Voranssetznng einea hisr 
reichend kleinen 0 entwickelt wurde, so mag sie vorlSufig im Fol- 
genden für alle 6 angewandt werden; der Beweis, dass sie dann 
noch gilt, wird im §. 1^ nachträglich geliefert. 

§. 10. Fttr em reelles e kann dasselbe Resultat auf andere, 
Khnliche Art einfacher gewonnen werden, die jedoch eine Ueber- 

tragung auf allgemeinere Fälle bisher niclit gestattet hat. 

Nach der schon am Anfange des §.9 angewandten Formel 
(4, a) wird 



/3 



*f (QQy — ^q'—^ f^J— Icosj;) — (coßÖcosö, -f sinÖsin^^, 003(17 — V)) 
aobald — cos^cost^j positiv ist, — und das geschieht immer 
wenn e.dne reelle Grösse beseichnet, da nicht nnter « sinkt,. — 
gleich %n dividirt durch die positive Qnadratwnrsel ans 

(^,— cosöcoBÖj )'—(}''(> —1 ig]—! -f sinösinöjcosy)'— aiu'Ösin'ÖjsinY' 
Reducirt man, so geht vorstehende Grösse in 
(>'+^;— sin*^— stn*^, — 2^,cos(?co8Ö, - 2 1 IsinÖsinö, coaqp 
oder, wie man durch Vergleich mit einer Formel p. 317 sogleich 

ointieht, in -7 über, so dass 
e 

(«) =-g- 

inrd. Diesen Aasdmck iMhaodele maa wio (&) im §. 9, indem ^|Ban 
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K«iiii0r wMernni gleich n-^ß B«lst, wo n 

bestiebnet, und 

macht, was hier gestattet ist, da ^ -< 1 uud o>.l^ also ß<,» 
wird. Dadurch erhält man: 



F"=^^ P\co8Öco8Öj+sinÖsinÖjC08(iy-^))(i"(^^.-^'^)/^;-lc^^ 
u 

Vertauscht man wieder P" und mit iliren Ausdrücken durch 
BeihcD; benutzt also die Gleichungen (49, a) 

=^ (-i)" «: p: (cos d) p: (cos ) cos »» - n), 

ferner §• 75, ad 8 

80 entstellt sogleich dieselbe Formel für F" wie p.320, obgleich 
die iactoren (— l)"* und 1, P(co8Ö) und bei Yergleichung 

der Tontehenden Ausdrucke mit den entsprechenden des §. 9 eich 
Yertenscht finden. 

Anmerk. Ans den allgemeinen Gleichnngen (8) würde man 
für ^ = = 0 die Entwickdung von — — in eme nach Kugel« 
fonctionen fortschreitende Bdhe finden: es wird auf diese Art aber 
nur dieselbe Formel erhalten, welche man hier zu Grunde legte. 
Für = 1 entsteht eine noch nicht ausdrücklich erwähnte specielle 
EntWickelung ^ ^ 

^^==__ 

§. 11. Man kann jetst aur Lösung der Aufgabe Im §. 8 ttber- 
gehen, die nach dem Muster im §.2 erfolgt; drückt man auch das 
Element dx^d^J^(h^ durch die neuen Coordinaten aus, so entsteht 
nach einCacher, auf bekannte Art angestellter Bechnung 

Mm «rtwiekele nun das Frodnet ron r;-^e*cos*^| mal der IMch- 

H«iiit, HuAuh d. KugelAmclliiiMii. 2X 
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tigkeit k im Punkte x^, y^, oder r^, %f otoh KaigMmcl&^ 
nen in Beeng auf und zwar sunächst (enteprecfaend (2) 

auf p. 904) in die Reihe 

* (r J - e- C08' ) = X'' + X' + X H etc. , 

wo also 

' wird. Unser Integral V verwandelt sich dadurch, wenn man s^gkicK 

für Vi seinen Wcrtli — ^F* setzt in 
R e 

(b) ... F = — Pdr, r [ '''(2' r ") sin e, do, d^f^ , 

wo 0 oder e als untere Grenze im Integrale nach r, su nehmen 

ist, je nachdem e ininginiir orlcr reell ist. Das Doppelintegral nach 
den Winkelgrössen vereinfacht sich bekanntlich (p. 2G4) zu 

(c) ... y 2:{X''Y'')BmO,d6,d^f,', 

0 0 ^ 

X* lässt sich aber weiter in seine Bestandtlieile auflösen, indem 
man in (a) für ^"(008/) seine Entwickelung 

m 

setKt, nämlich in 

jf=^ T(-i)-a:(o:c:+/s:s;) 

wenn iv nnd ß folgende Functionen von r^ allein vorstellen: 

0 0 

Es irird daher mit Benntaung des Ausdrucks (8, a) oder 



nch (c) in 

(c) ... =T(-irfl:K;((i.)o:(rt(«:c:+/j;5:) 

♦»—0 

▼erwandeUi. Man findet alao schliesslich für d)as Potential 
des Süsseren Punktes 0 mit den Cooidinalisn ^ ^ in Bd- 
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90^ auf TolIe Ellipsoid niH den halbtti AcbsMi y«*— e*, 

/r*— e" den Ausdruck 

(9).... F.=:"i*Z:} (p = cr;^, = erj; 

•=0 

= j-'i ([-iro:(?:(e)(cs/''<ci':(#,)dr.+s;/>:p:te,)dr,). 

Bitte man nioht em Tollea Ellipsotd sondern eine Schale S 
betracbtety welche dvrch die swet' EOipsoide ttiit den Achsen 

r, yr*— 6", /r'— c* einerseits; andererseits mit den Achsen , V^tJ— 

— c* begrenzt ist, so wäre die Integration nach r, nur über die 
Schale auszuführen gewesen. Man erhält also das Potential des 
iosaeren Punktep O für diese Schale noch immer durch die 
Formelik (9), wenn man dort nach nicht mehr von 0 oder e an, 
sondern von an integrir^ yorausgesetzt dass Vq kleiner als x ist 

Das Potentilal eines inneren Punktes O iKsst sich näch 
geringen Verilndeningen in den voibergehenden Betrachtungen' filr 
eine aolcbe Sehale S ermitteln. Bleibt die Bezeichnung dieselbe 

wie oben, gehören also Coordinaten mit Indices der Masse S, ohne 
Indices dagegen 0 an, so siud alle Formeln dieses Paragraphen 
▼om An&ng an sunSchst bis su der für anwendbar, wenn nur 
nach r von an bis r integrirt wird; In Y* ist aber nicht mehr 
g sondern (ß^ die grössere Zahl, so daas sich dort g in Q^ umtauscht, 
also schliessUcb erhalten wird 

(9,a)... K,=Tzri (r<r«<r); 

z:= iT(-i)"<c«(e)(<s/' «;(?;te)*.+s^ÄÄ(ft)<ir,). 

"* fo »0 

§• 12. Wir übei^ehen hier die Untersuchungen welche denen 
des §.4 analog sind und zeigen wfirden, wie man aus den Tor- 
stehenden Formeln oder finden kann, wenn nicht Ä son- 
dern der Werth des Potentials V für eine Grenzfläche der Schale 
gegeben ist, und kommen zu der direeten Lösung, (d. h. ohne 
die HlMimittel dieses und des yorhergehenden Paragraphen) jener 
Aufgabe, deren analege fCUr die Kugel im §. 6 behandelt wurde: • 

21* 
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Aufgabe. Eine eUipioidische Fläclie mit dtn HalbaidMeB 
r, yr*— 6', yx*-~b* begrenze irgend eine Mmm von aoMen oder 

von innen. Da» Potential V dieser Masse ist für alle Punkte 0 
der Fläcbc gegeben; es poll für alle Puiikte () gefunden werden, 
welche dem äiuaereu rcsp. dem inneren liaume angeböreuk 

Führt man wieder statt der reelitwinkligen Coordinatcn aller 
Punkte im Kaume x, y, i, die sich auf ein System beziehen, wel- 
ehei mit dem Systeme der Hauptachsen anseree SUipsoidee Uber- 
eanstimmt, die Goordinaten r, 0, deB %.% ein, so dass für alle 
Pnnkie der gegebenen ellipsoidischen FlScbe r conetant, nftmlicb 
r = r wird, so verwandelt sich der gegebene Werth des Potentials 
auf dieser in eine gegebene Function von 0 und \f) allein, welche 
mit f{0, V^) besceichnet wird. Man liat daher als erste Bediogang 

(a) ... V=f{$,ff,)- (r = tf). 

Ferner genügt T der Differentialgleichung ^" K = 0, und zwar, 
je nachdem die Aufgabe den äusseren oder inneren Punkt 0 be- 
trifft, für jede Laj^e von 0 im äusseren resp. inneren Baume. Die 
Transfonnation dieser Gleichung in die neuen Goordinaten giebt: 

Man entwickele nun V nach Functionen der Gattung in 

Bezug auf 0, in die lieihe 

or^t man auch f{0,^), d. h. den Wertii Ton F iür r^r, fai «ne 
tiinliche Bmhe 

< 

so nulss Z" sich für r = r in Y* verwandeln. Zur weiteren Bc- 
stimmuDg von Z setzt man (c) in {b) ein, und reducirt durcli die 
Gleichung» welche die 2, als zur Gattui^ der Pgehörendf erüüleik 
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dMin findet man, dass 



verschwinden nuiss. Dies erfordert aber, dMS da» Glied der 
Summe, wie es in den eckigen Parenthesen steht, für sich Null ist; 
denn ein solches gehört in Bezug auf 6 und V Gattung i*". 
Ftbr den ersten und dritten Theil des Gliedes^ der nur Operationen 
entliSlty welche sieh auf die nach $ und ^ constante Grösse r be- 
ziehen ist dies ohne weiteres klar; auch ftlr das mittlere (und'dann 
für die Summe aller drei Theiie) sieht man es leicht ein, wenn 
man bedenkt, dass die allgemeine Form einer solchen Function, 
welche sur Gattung F* gehört, 

m—m 

(d) • . . Z*, = £ («•cosmV'+i>i»BmiiiV^)i'I(cos0), 

WO u und r irgend welche Coiistautc bezeichnen, dieselbe bleibt, 
wenn nach \p beliebig oft, hier zweimal di£fercntiirt wird, indem 
der dadurch hinsukommende Factor — m*, mit u und 9 vereinigt, 
diese noch immer su willkttrlichen Constanten maeht Es wird 
daher in der That: 

Man führe wieder für r die Grösse q durch die Gleichung r = €9 
ein, und findet dadurch einen Ausdruck, der aus (e) entsteht, wenn 
man darin p ftlr r, und 1 fftr e settt. 

Die Form von Z* wurde durch (rf) bereits angegeben; es ist 
klar, dass die dort vorkommenden u und t nicht nothwendig nu- 
merische Constante sein mfissen, sondern dass sie noch die Ver- 
änderliche r enthalten können. Um zu ermitteln, wie diese in » 
und e eingeht, substituirt man für Z in der durch Einführung von 
Q statt r transforrnirten Gleichung (e) den Ausdruck (rf); dadurch 
verwandeit sich die linke Seite von (e) in eine endliche, nach Co- 
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81111» und SiniM der Vielfachen von ^ fortiöhreitende Beihe; in der 

mit coBinyf 

multiplicirt i:jt, wuhicnd der Coci'Uciciit von slnwit^ gleich dem 
▼origen Ausdrucke nach Vertauschung von v mit u wird. Soll die 
Summe yerschwiudeu, so mau für jedes m fowohl der Factor von 
QKXmtff ab der von ainm^ gleich Null sein^ &o dau «b und 9« Ii^ 

tegrale der Diflferentialgloichung » • 

werden y deren voUstündigeft Integral d sind willkürUcbe Com- 
vtante) 

man bereits §. 49 et seq. gefunden hat. Sammelt man das^ was 

hier über Z, u, r, a, ß gesagt ist, so folgt, dass, glcicligültig ob Y 
und damit Z den Index a oder « erhalten, d. h. sicli auf den äusse- 
ren oder inneren Punkt beziehen, immer Z" die Form hat 

p: (q) + ^« (/«(Ö) P« (cos 0) cosm^ 

M=>a 

vermehrt um einen ähnlichen Theil, in dem nur coem^ mit sinm^, 

und y, d, mit anderen Zeichen für willkürliche Constante vertauscht 
sind. Soll nun 

1) V das Potential eines äusseren Punktes ¥„, also Z = Zg 
sein, so mnss V also Z fUr p oo verschwinden, also ^ = 0 wer- 
den^ während S vorlllnfi^ noch unbekannt bleibt. Man findet daher 

Zi^£ P:(co8Ö)Ä(p)(d;»coB«i^+««8m«^). 

m—o 

2) Da Zi^ fÜr alle g, welche kleiner als — sind, endlich blei- 
ben muss, aber Q1(q) für ^s=l unendlieb wird^ so kann kein d 

enthalten, verwandelt sich also in 

ZT = 2"p2(co8^?)Pm((>)(y«co8frt!^+/^«slnwt//). 

m - 

^ [Diese Beweisführung für den innefen Punkt, die uns aller- 
dings an einem in allen Fällen richtigen Resultate führt, ist aber 

nur für ein reelles e erlaubt, indein nur in diesem Falle ^ gleich X 
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mritta kttm, nSnlieb filr r=s#» iQr ein iraaginKreg e aber von Kuli 
dmth ä$M mn ImaginXf« »i — wScbst. Den besten W^^, um 
auch in diesem Falle das Resultat zu erweisen hat wohl Neu mann *) 
(in Königsberg) gewählt ^ indem er davon ausgeht, dass auch im 
ganzen inneren l^ume die Difierentialquotienten von V naeb den 
drei Coordinaten {p.311) endlich sein müsseo; gleichgültig welches 
ihr Anfangspunkt und ihre Riclitung ist. Man lege nun durch 0, 
wo der Punkt sich gerade beiiudct, ein dem ursprünglichen con- 
focales Ellipsoid, denke sich daa A^hsensystem in den Punkt 0 
gelegt, und die Achsen in die drei Biehtungen fallend, von dmen 
die eine normal gegen das Hulfsellipsoid ist; die zweite sei das 
Element des Meridians, die dritte des Parallelkrciscs. Die unend- 
lich kleinen Stücke auf diesen liichtungcn heisseu dv, do, dp, und 
lassen sich durch dr, d$, ausdrücken. Geht man nämlich von 
einem Funkte r, 0, V zu einem unendlich nahen mit gleichen 0 
und ^ und der linearen Coordinate r-\-dr über, so liegt dieser 
gerade in der Richtung der Normale. Ohne dass man sich zum 
Nachweise der allgemeinen Kigenschafteu couiocalcr EUipsoide he« 
dient, läaat sich derselbe fUbren, indem man bemerkt, dass die 
Veorbiodungslinie der beiden Punkte mit den nrsprttn|^chen Achsen 
Winkel bildet, deren Cosinus sich verhalten wie 

Bat 3y Ö3 

dr ' dr ' dr* 

d. h. =cosdz , sin ^cos V : , . ■ i sin ^ sintif 



9*9 ] 

• r — e 



oder wie die Cosinus der Winkel er, ß, y welche die Normale an 
der betreffenden Stelle mit den Achsen macht. Man hat daher 



« j/r'— e'cos'^ö 

= or ,_ — — 

l^r'-e' , 



*) CreUe, Jmm, t Wl Bd.XSZYa» & 3«. 
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HSit hmui r vmA.yß fnij xmä Bmdwt mat m bleibt mm a«f 

gleichem Meridian, während ein festes r und 6 und ein verändertes 
fff emeu Punkt desselben Parallelkrei^cä geben. Man findet daher 

also schliesslich . 

aK_ dv 1 

Bö ~~ dÖ yr'— e'cos'Ö 

* ""dvr*sin^|/r'=v' 

Betrachten wir zunächst den ersten Werth, so muss also für ein 

BY n 
imaginäres e noch immer ^ eadltch bleiben | wenn aach 6^-^ 

und r oder ^ s= 0 gesetzt wird; dasselbe muss von 2* gelten. Die 
Tbeile von Z", in welchen n^m gerade ist, werden aber dnreh 
Differentiation nach v für dieses ^ und d unendlich wenn Q vn ZT 

vorkumint; fassen wir Irgend eines der betrcflcnden Glieder ohne 
die Constanten und olinc cosmip oder Hinmi^, z. B, 

m's Avgo, so giebt es nach n difbrentürt 

Aber P«(co8 0) entiiält ein von cosd unabhängiges Glied| wird also 

für ö = ^ von Null verschieden, folglich das Glied co, da — 

ftlr ^ = 0 nicht verschwindet (§« 65). 

Wegen der Glieder in welchen n— «i ungerade ist betrachte 

man no^h die DilTerentiation von Y nach o, welche für r = 0 aus 
(/*) das Product eines endlichen Wcrthes, der nicht verschwindet in 

1 aK(cosg) 

ces^ b9 

hervorbringt, also fbr costf «sO offenbar unendlioh wird. £■ dflr- 
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fca «ko in Vt ÜB Q mtkA mebr aaftreten, waä unser oben gefan- 

■ dener Werth für Z^ist allgemein, auch für ein imaginäres e gültig.^ 
Ks bleibt zur voUstluidigen Lösung unserer Aufgabe nur noch 
ttbrig, die « im ersten, fl im sweiten Falle au bestimmen. 

Indem fUr r s r, welchem Werthe p =s — = ^ entspreoben msf, 

e 

Z" in übergehen muss, entwickele man Letsteres su leichterer 
Vergleichnng vermittelst Anwendung des schon oft gebnmditeB Aua- 
drod^s TOB /^(cos/) nach Oosbns nnd Sinns der Vielfachen Ton ^. 

Dann ist mit Pm(fio&0) co&tnip in F" multiplicirt 

0 u 
dagegen in Zi resp. ZT ftlr-'p =s ^ 

so dass mau unmittelbar S„ und durch Gleichsetzung der Aus- 
drucke der lotsten Zeile ^ mit denen der vorhergehenden erhält, 
ffitte man die Factoren von lC(co8^)sinmy^ verglichen, so wSre 
ans 7* ein Werth wie der obige tisch Vertauschung von cosm^i 

mit suxmip^f hervorgegangen, aus den Z resp. 

Hau erhKlt daher schliesslich als L6sung der Aufgabe durch 
Emsetsen der Wertho fi, y, etc.: 

(10) ... r.=.H^ J(-^)"'^f^«(*^^»^^>< 

f^'dd^ sin 0, KicoB 0,) r^[{ß, , %) co8i»(V' - V. ) ^V'i 

0 0 

(10,.)... ä:=?^2"(-*>"'* ('^"»''^x 

II "^(1 

Eine weitere Kciluction, wie sie bei der Aufgabe für die Kugel im 
§. 6 möglich war, ist hier trotz viclfacUer verschiedenartigen Ver- 
suche, so lange die Buchstaben aligemeiu bleiben noch nicht mög> 
Heh gewesen. (M. vergl. p. 332.) Damit man bei diesen oft ange- 
wandten Formeln äie Bedeutung der eingeftkhrten Budistaben, so 
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w«$t tS« nlobt FnnetioiisseidieB smd, Tereint finden kami; wM umIi- 

mals erwähnt, dass r, )/r'— c', y'i*— die Achsen der gegebenen 
(eUipsoidtBcileo Flüche sind, dass r = e r = im«! 

„ ^ (1.3.5. ..( 2n-l)r 

- IZ(fl+»)J7(fl-«i) 

» _ /^ 1.3.5...(2it— 1) V 
*«~V,i.2.3.., ft 

gBietst wurde. 

§. 18. Et soll jetst die zweite Methode tnr Darstellung Ton 

auseinanderj^esctzt , also gezeigt werden, wie man mit Hülfe 
der Entwickelungeu des §. 12 nach den Andeutungen des §. 7 die 
im §. 9 bereits aufgefundene, nach Kugelfunctionen geordnete £eihe 
für Jl-^ ableiten kann. Da Br^ ein Potential wie des Panktes 
Q, Oy ^ hi wenn ^ > gedacht wird> $o muss es die Form 

R 7 ' 

Z* = 2Xd„ coa wy; + sin myj) ^« {q) i*i (cos ö) 
haben} es würde als Potential von 0^, die Form 

C = J^(y«c08»iv/, + sin ) K ij^^ ) K (cos 0^^ ) 
m 

besiteen: man kann zeigen, dass fUr jedes », nnd ttberein- 
stimmen. Man beweist nftmlich nnten aus der Tollstftndigen Sym- 
metrie TOn R nach 0 nnd 6^ , ferner nach nnd (nicht nach ^ 
und (>, da p > angenommen ist), dass die Entwickclung nach 
den Z, welche doch ursprünglicli eine nach Kugelfunctionen in Bezug 
auf dt ^ fortschreitende ist, auch eine solche in Beaug auf , 
sei, d. h. eine solche wie die nach den £: daraus folgt unmitta&ar 
die Identität von Z nnd 

Zum Beweise geht man davon aus, dass die Entwickclung 
irgend einer Function von 0 und ff- = ^p — i/;^ nach Functionen der 
Gattung P in Bezug auf 0 und zugleich eine Entwickclung in 
Bezug auf 0 und ^ oder 0 und ist, nnd nmgekdu*t. In der 
ersten Eigenschaft kann niUnlich das ii** Glied 

:= ir(ik»co8m9+'«Binmy)jPl(cos^) 
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geietit werden; das m** Glied vontebender endUc)ien Reihe bebült 

nach Einsetzung des WerthcB von fp die gleiche Form in Bezug 
auf 6 und xp oder Es verwandelt sich nämlich in da3 Product 
von Fm und von 

(Abeosm^^ +'MB>n»^i)(M>8iii^+(AwainfnV'i "~ UcotfiiV'|)8inm^; 
die Factoren von .coamV' und Binm^ sind aber in Besog auf ^ Con- 
stante. Hier hat man den Beweis des Directen : um auch das TJm- 
gckclirte nachzuweisen, hat man nur zu erwägen, dass nun gezeigt 
ist, wie die Cocfiicicnten J, t bei einer Function von — t^,) und 
d beschaffen sind, welche in Besug auf d und %tf nach Kugelfunc* 
tionen entwickelt wird. Setst man das m** Glied im n*'* gleich 

(dm coawqp -f- sin ffii//) P« (cos 6) , 
so werden die Constanten d und t aus andcruui k und / die kein y/^ 
enthalten durch 

c = ü( sin my^i — /cos m^ff^ 
suaammongesetst sein mttssen. Hierdurch hat man auch -das Um- 
gekelirte bewiesen, und weiss daher dass ZT als GKed der Beibe 
•für Ä"*, welches eine Function von ^^%ff^ = tp ist, die Form hat 

Z" = 2:(d: cos fli(v - V'J + Csin »»(V' - ^. )) Qm(Q) K{co9 &). 

Da II seinen Werth nicht ändert wenn ^ — ^, mit — ^ vortanacht 

wird, 60 muss t verschwinden. Ferner ist das mit coäm{\fj — 
multiplicirte Glied in der Entwickelung von R'^ nach Cosinus der 
Vielfachen von (V—V'i); 

Td:(?:(e)/c(co8ö), 

«SM 

aicher symmetrisch nach 0 und 0^ , welches letatere in S vorkommt, 

so dass, wenn man fürd mit Ilinzut'iigung des Arguments S(0^) setzt, 

-2^d;((?ji^(cos^»)(?;(^) = £4i{0)Kiof»^ä,)QUe) 

wird. Daa m gleiche Q Multiplicirte, d, h. ^'^{^^) P^{coi 6) und 
dlIi(^)iC(c08Öj), muss gleich sein, d. Ii. es rauss 

werden,, wenn er eine Gonstante beaeichnet, die allerdings noch ^, 
entiialtem kann. Stellt man die Besultate susammen, so weiss man 
daaa bei Entwickelung von Br^ in Bezug auf 0, ^ entsteht 
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HO dass die Beihe der Z zugleich eine Entwickclung in Bezug 
aul 0^ und ip^ bildet, also Z" = f" gesetzt werden kann, j^ipt^t 
m«^ die Glieder in Z" and IT g^iBAch^ so wird 

wo a nur ß and / nur ^» 9^ o oiine ladices eothaiteD. Hier- 
aas folgt onmittelbar dass - < c. 

. : "-r.^-W r 

werdtn moss, wenn^ fipe^^fiii iiiD|9er|SjQli(^ Constiiote beseichnety «Is^ 

, ..>^ ti, \r:teT6.iC(co8ö)i':(coBö.)p;(^,)ö:(rt' ^ 

Um schliesslich 6 zu bestimmen mache man in 

^ und ^, imendlioby doeh so doss ein «ndliehes Verbiksist m 

erhält, welches natürlich < 1 ist. Dadurch geht die liuke Seite 

in — : — über, oder oZ"* verwandelt sich in — P"(cosy), 

0^1— 20eosr+a' * v ^ v 

Aber wird dann^^^, so dass 

= — 7 — fl» 

gefunden wird, und dadurch Z" den Werth annimmt, welcher p. 320 
Air -^r* schon doreb (8,«i) gefunden war. 

§. 14. Im §. 12 wurde erwähnt, dass im Allgemeinen die 
Gleichungen (10) eine Vereinfachung nicht gestatten; der Umstand 
ntmUchy dass in den Nennern nach Grdasen IC oder Qm Torkom- 
men, verhindert die Ausführung der Summation. Tn einem be- 
sonderen Falle, wenn nämlicli das Kllipsoid sich in einen 
Kreis verwandelt, lassen sicli aber diese i unctionen in 
Nenner gegen ähnliche im Zähleü nmtanscben und nacb 
dieser Umformong kann die betreffende Beihe dureb kerne aodm 
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TnaMendeiite als «rctBiig Bnranirt werden. 8oU d«8 Ettipsoid in 
eine Kreiiieoli«be «bergebn, lo wird e imaginär =#t und r = 0. 

In (iicsem Falle sind nämlieli die Coordinaten der Grenzfläche x = Ü, 
|f = « sin^ cosi//, z = a sin 6^ sin (//, also die Fläche wird iu der Th^t 
Kreis; d ist in Bezog auf jeden Punkt eine Bolclie Grösse , daaa 
«sintf die Entfemnng des Punktes vom Mittelpunkte des Kreises 
bedeutet. 

Setst man zur Abkürzung unbeschadet der Allgemeinheit «=1, 
80 ist die Aufgabe, welche hier behandelt wird die folgende: Das 
Potential eines beliebigen Punktes 0 in Besag auf eine Kreis- 
scheibe mit dem Badius 1 soll gefunden werden » wenn dasselbe 
filr die Punkte in der Scheibe selbst gegeben, =f{0, tjt) ist. Nimmt 
man später im besonderen Falle an, d:iss f von i/^ unabliängig sei, 
80 hängt das Potential einea jeden Punktes auf der Kreisscbeibe 
selbst nur von der Entfernung vom Mittelpunkte sin^ ab. 

Es verwandelt sich hier Q= — in — tr, und /,*' oder — = — ir. 

in — Ot, wenn — Oi swar 0 ist, aber wie früher die Grense einer 
negativ rein imaginftren Grösse heseichnet Die lineare Coordinate 
kommt hier nur in der Verbindung 

Q(q) 

ror, nnd dieser Quotient ändert sich nicht wenn (f und ^ sogleich 

mit —g und — vertauscht werden, so dass man fUr ihn auch 

seinen darf. In dieser üntersnchong soll die Grdsse ri, mcht 

wie es früheren Feststellungen entspräche —ri, durch q bezeich- 
net werden. Das gesuchte Potential ist dann nach (10) 



A. =T'(-l)"a.P.(<!o.tf)i'.(eo.«.)|=McoB«y. 

Wir beginnen mit der Transformation des Quotienten 
der bi^iden Qt der nach (45) auf p. 158 gleich 
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wird. Den Nenner bestimmt man numerisch indem man 
•etst; wodurch das Integral in 

m-f 1 

oder in 

2*. — . 

übergeht Bezei<^net man das Int^prsl för den. Augenblick durch 
so wflrde das Ptoduct 

^ ^ - ^ 2 2 

odef elmch win, so dass der reclproke 

Werth von die Form 

1 n{n)n(n) 

2iil2(ii+m)JI(ft— m— 1) 

annimmt. Aran bczciclmc nun durch * eine positiv reelle Grösse, 
die man sich verschwindend denken kann , und setze si = o, so 
dass ü wie q rein ImagmSr wird. Dann ist Jm+i gleich 

oder nach (45) 

_^^^^.t Jr(«+ffl+l)iT(w-m-l) ^ r 
.JI(ii).1.3...(2»+l) 

nin)n[n) — f/ X<r-OOSwy^)*cos(«+l)M«fa. 
Dadurch geht der ganse Kenner von (a) zur (—1)**" Potenz in 

^ (w+ffl+i)/ '^•+V-coswiy?::ii)*co8(m+i)tttdtfj (<F=o), 

* 'S 

aber, und dies gilt; wie man nadilriglioh einriebt^ noch flir u^sm, 
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worflbar bei der Atifsuohnng dieses Werthes noch Zweifsl obwalten 

könnten, indem bei derselben n — m als Nenner auftrat. 

[Zar nftehträgliehen Verification: Da tf—tr, sobri^gef 
man das rorateheDde Integral in die Form von (45, a) 

y (a— eosttyV — l)"co8(m+l)tti<«; 



2 

wird < = 0 gesetzt, so entsteht: 



Bekanntlich ist dies 



(-<>■+/ 



cos"»eos(m+l)vilw. 



2 ^ 2 
also der ganze zu betrachtende Ausdruck 

2^2 

was er auch sein soUte.J 

Zur ferneren Unif^eataltun^ benutze man die Gleichung (6) 
des §. 55, aus der, wenn man x = a und a = 0 macht, folgt, dass 
für a = 0 unser Integral mit dem Factor (ji+w+l) gleich ist — t mal 
dem Differentialqnotienten desselben Integrals, in dem nur m+1 
dnrch m ersetzt ist. Wird noch" ausserdem der Logarithmus durch 
seinen Werth —tarccotgs ersetzt, und fUr tu die Veränderliche i* 
eingeftlhrt, so verwandelt sich die (—1)'* Potenz des Nenners in 

(—1)" d /'"ocotg* 

*i — — costt y<r' — 1) cosmttrfM; 

0 

(tf = 0) }. ^0 < arc cotg« < 

Diesen Ausdruck setze man in An ein, so wird diese Grösse 
gleich dem Werthe des Differentialquotienteu einer anderen nach a 
oder nach t« für ^ = 0. Macht man 

''• = (^)' (* = ^^i (o<arccotg*<^)i 
io hat man endlich 
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Nachdem jetst die sa sammirende Reihe zweckmässig in der 
Art umgeformt worden ist, welche am Anfange dieses Paragraphen 
angedeutet warde, so kann man snr Sammation flbergehen. Da 
der im §. 42 mit bezeichnete kritische Winkel; welcher bei 

der .imaginären SnbstitntioQ vorkam, jedeofalhi über y liegt, und 
ti unter bleibt^ so ist diese Substitution hier gestattet, und 

daher uach §. 58 das Product aus cosmu iu das Integral nach i 

cosmitdt 



f 



•.;••[ » 



(^+cos(ti-ii)y^"-i)"+' 

Vereinigt man in dem Ausdrucke von B alle Glieder, welche den 
Index m enthalten, betrachtet aUo 

'^(-iralPi(cos^)P;(coB^,)cos«y«itl, 

und setzt 

ccMiwf oosfliti =icos«(il+9) t ^pjj,, . 
•o wird die Sndiilie .paeb'fn gleich 

wenn zur Abkürzung 

a = cos ö cos -f sin ö sin cos (t / — qp) , 
' /9 = cos(?cos0|+8in^sin^iCos(it+9) 
gemacht Ist. ' Es Terwaaddi' sieh dadurch in , 

d lf (^ + cos(i/-«)]/^l)-+* 

Ttmehrt um den Ausdruck, welcher im llbrigen dem ▼erstehenden 
gleich ist, in .dem nur ß für a Torkonrait. Ftthrt man In dem 

letzteren —t für t ein, wodurch P''(ß) in I^{a) übergeht, so fin- 
det man endlich 



0 
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wenn U die Summe der beiden durch die nachfolgende Fonnel .mit 
doppeltem Zeichen dargestelltai Änadrttcke ists 

•arccolg« (ff_C08?/ ^o'—iydll 



/•a 

<l 



Dnrch Vergleichong derselben mit iden im §. 75 yorkommenden 
Formeln erkennt man leicht, dasg (fr) eine Function 0* darstellen 

wird; da der liier vüvkoinnicnde Fj\11 dort nicht genau in gleicher 
Form auftritt, so möchte es zweckmäAsig sein; die aUgemeine IMe- 
thode, weiche man dort kennen lernte^ dem yorliegenden speciellen 
Falle ansapaisen. Setat man, wie im ersten Falle des §. 25, p. 65 



ooatf 



sintc 



a — COBM f^tf'— 1 = , , 

a-j-cosip I <r — 1 

so wttchst « yon 0 bis oo, w&hrend u von 0 bis aar oberen Grense 
annimmt; der Zähler des Ausdrucks unter dem Integrale wird nach 
der Substltutiüu idv; der Nenner die («-fl)** Potenz von 

y+yy'--icos(aj±ti>), 

wenn man 

r = ^o+eosif yp^ys^, 

**"X — 1 = sinit — 1 
macht. Ni^n ist ;^ negativ reell und >1, inddm ^ e rein imaginäre 
positive Grössen bexeichnen, daher wird ^^'—l positiv; wenn man 

— 1 wie bisher immer mit demselben Zeichen wie d. h. mit 
dem negativen nimmt, so zeigt sich das» cos;^ reell und positiv, 

uüx gleichfalls reell, also x '^11 "^^^-^ ^ reducirt sich 
.fidgfiob'did, Sumn^e der aw^ Integrale in (b) oder ü auf 
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d.h. auf 



,r ^^^^ 



oder wegen des Werthesjf < + ^, welcher die imagioire Snb- 

Btitution (p. 110) gestattet, auf2t^"(/). So fiodet man endlich, da 

wo übrigens -^y pontiv und grSmer als 1 ist, 

Geht man auf S aurttck, so ist es der Differentialquotieat dnea 
Aasdmcksy der C heissen mag, nach t Air a = 0, also 

(«)... S = (1 = 0), 



—X 



Die letzte Reihe kann man dnrch die schon hSufig benntste For- 
mel (14) auf p. 39 sumroiren, und dadnrch C in 



1 <ft 



▼erwandehiy wenn nur lf(«+ya'— 1) < Jr(y+yy*— 1) wird; diese 
Ungleichheit findet in der That statt, wie sich dnrch ein Verfahren 

zeigen lässt, welches dem auf p. 318 bei ähnlicher Gelegenheit an» 
gewandten entspricht. 

[Man macht a = pcosg-f t fp* — l »vaq, d.h. 

pctMq = eoB0eo90f +sin0sin^| cos^costl 

. yp*— Isin^ « sin^sin ^, sin y ^y^; 

ea ist dann M{a-\-}a'* — 1) = p-f-^^p* — 1. Wir zeigen, dasa p im- 
mer ^cosllj welches snr Abkttraung a sei. Zunächst wird für a=l 
pcosf = cos(9eosl?| +sin^sin^| cos^, 
yp*— lsrag = 0, 
also sing — 0 und p penau 1, also =». Dasa femer bei wachsen- 
dem z und festgehaltenem ^, etc., p nicht >•« werden kann, hMSt 
sich folgendermaasen aetgen: Macht man 
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80 wäre sonst 

d. h. dsio9<«aif, 

d. h. es mttMte 1 die dritte Seite einet Dreiecks ttbertreffen, deüea 
^ne Sehe 6»:sin0siM^,, dessen iweHe < oos^eostf. ist 

Dies kann nicht gcsolielien, da a-f-^^l. Es bleibt daher p unter 
%, oder p+vV* — 1 ööter »-f-]V — l, w&hrend die negativ reelle 
t^rOtse selbst fttr ff 0 noch absolut grttsser als «, daher 

wird. Die obige Snmmation ist also gestattet.J 

Man hflt nan, wenn für q tind o die nrsprfinglichen reeHen 
Grossen g^ri, a=^tt eingpeftHirt werden, wodurch — sich in 
rv+eost« i^r^fT )^?+r ▼trwandel^, lür €7 den Werth 

(d) ... -4ll*()r=: 



' ^ r»-cos0cos(^, +co8tl(|/rViy^l-8in^8ifi^,cos9)-sin^sin^iSin9sintl 
Naeh den Entwickelangendes §. 42|p.ll5| da rt^eosl'costf, nicht 
immer positiv bleibt, wohl aber das Ä-^-B d^ Formel (31, a), [nämlich 

A-\^B = rs f ]^rHl + 1 — (cos 0 cos -[-sin 6^ sin cosy) 
ist positiv y weil die zn subtrahiren/^e Grösse nie 1 überschreitet], 

wird nun ' ^ 

A fl^ 1 • ^ r#— cos^eos^, _ ft\ 
— 3#i*C= -5-arccotg — ' w , — (0<arc<— -J 

wem rs-*-ooa#cos#j positiv ist, im andern FsiHe 

Die positive Grösse £ bezeichnet hier folg^den Ausdruck 

ütiiFit'Tlif '4^'(N-sMiX4-9moos^cot^i ^2^i^^?^m0üikß,imfi, 



e 
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ift tho die geradfinige Entfemnig der Pmikte {r,$^^) und 

(s, n — ^, , Vi). Da im zweiten der obigen Fälle mit Grösse 

moltiplicirt wird , die zwischen und n iiegt, so fasst man beide 
Formeln in die eine somdibm 

(II).., — 2«'C = -g-arccotg g 

m welcher der arc poftitiv, zwischen 0 und n genommen wifd; man 
füge noch die Gleichung aus p. 338 hinzu: 

(ll,a) ... S = ^, (* = 0). 

Den Warlli S aetzt man ■eUiesdieh in F« ein. Ebe Änaaibrung 
der Differentiation, nach der man t = 0 machen kann, bietet offen- 
bar nicht die geringsten yehwierigkeiten dar, aber eben so wenig 
einen Umstand; der hier von Interesse wäre. 

Der beaondere Fall^ m wddiem f(^9f) ▼on ^ miabh&ngig 

ist, und in dem et mit f(6) bezeichnet werden mag, erla«Vt noch 

eine weitere Reductloa unserer Ausdrücke, da nun f vor das in- 
nere Integral tritt, und auf p. 333 sich in 

▼erwandelt, wenn 

0 

gesetzt ist. Offenbar wird, entsprechend (11,0) 



wenn man 

/in 

o 

macht ; währeüd C anf arc cotg ftLhrte, wird (&, wie geaeigt werden 
■oll, ein eUiptiaobe» jbtegnd geben: iat diesee geftmden, ao.kaBn 

wie in dem allgemeiiieren Falle, die Bechnung abgebrochen werden. 

Am bequemsten kommt man sum Ziele, wenn die Integratiop 
nacb y/^ an C in der Form (d) ansgefthrt wird/ za welchem Zwecke 
iaan .den Nenner des Integrals, der biaker nacii ooi'tl twd ein« 
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wo II; fr und e kttn I entliielteD, nacb , oder waa liier genügt 
nach q) auf 

a-{'bco8f+c6iB*p 

bringt I wo 

a = rs— cosöcos^, -f ^r*+l ys^ ^Icoait 

6= — sin 0 sin cos» ( 

c = — sin ^sm ^, sin t< 
gemacht ist, und a, h reell, ersteres selbst für s = 0 positiv, e rein 
imaginftr wird. In ähnlichen Fällen haben wir schon frttber das 

allgemeine Prinzip erwähnt, nach welchem eine solche Integration 

nach = ^ — V'i statt nach , von 0 bis 2n ausgeführt werden 

kana. Man erb&lt dann ans p. 132 

'»» dtp _ 9n 

.frcos^-Iesm^ ~ yjrZTjfZrj»' 

wo 

6'— c' = {rs — cos 0 cos + } V'+I V**4-l cosiO' — »in' ösin* 
offenbar noch fUr « = 0 positiv bleibt. 

[Setst man nKmlicb a'— = 11% indem man §.47 den 
ersten Fall beachtet, nimmt M positiv, und 

a = M,x 

b — M.}x^~l co%x 
c = itf. y'a?'— 1 sin 

so ist « positiv reell und grösser als 1, idso cos;i; negativ redl, 

und sin;i; rein imagin&r mit dem Zeichen von — sifiif; es hat alsü 

X die Form fi-f te wenn « eine rein reelle Grtae ist, welche das 

Zeichen von l besitzt etc. ete. 

Bequemer führt Jacob i's Ausdruck auf p. 133 zum Ziele. 
Die Bedingung (<) dort, welche hier erfÜUt wird, verwandelt sich 
nach unserer Beseichnung in 



^<1 



In der That ist 



o Hh 6 = r« — cos ö cos + cos t/(yr*-fl ^P+i ^fsin ösin ö,) 
selbst noch fttr 1 = 0 positiv. J 
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Man Jiat nun für (S Min«i Arndnittk «lurah. ein tMiptMohw 

Integral 



dt 



gefonden; dieses kann man darch bekannte TransfonnatioDsformeln 

wie sie z. B. Luchterhandt im 17'", Richelot im 34"'"" Bande 
des Grell e'schen Journals angegeben hat, in die canonische Form 
der elliptischen Integrale bringen. Zur Abkürzung setae roan^ 
jyssroos^ fli=<cos0i 

9rB]/p+lBin^ n = sin 6, , 

und hat so Grössen eingeführt, deren geometrische Bedeutung man 
leicht erkennt Führt man im Integrale co8t< = y statt t ein, so 
entsteht: 

wo o = 1 ^ d = —1 

C08(ö-f-Ä)— ff 

y — ■ — - — » 



Daun wird 



wo a?4, /f, Jlf folgende Werthe annehmen: 

cosi^coB^, — r# 



' >/ÄfI|/?+l -sin<? 
Hier sind zwei Fälle wesentlich su unterscheiden: 

1) Ist negativ, so wird erhalten 
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rs — cos 6 cos 0. 

wmm K, wi» ilblieh, dm ganse Integral besaiohiiet. 

2) Ist x^ positiv, SO wird da« Integral von —1 bw x^ gleich 
einem von —1 bis 0 oder K, vermehrt um einea von 0 bis x^, 
Man findet also ^ 

cos ö 008 — rs 



yp+i ]/?nKr — sin ^sin ' 
wodurch auch der besondere Fall erledigt ist. 

* §. lö. Es bleibt noch übrig, die Art mitzutheilen auf welche 
der NachwMS gelingt» dasa die Entwickelang von nach Kugel- 
fiinetionen, wenn sie auch wie im §. 9 unter der ausdrllcklidien An- 
nahme erfolgt ist, dasa 0 nahe Null sei, noch für die übrigen Werthe 
von 6 gültig bleibt. 

1) Setat man tangy = wodweh 

, ^ 2m ^ 1—»' 

«intf = VT- T; cosa = -~ — 5 

wird| 80 yerwandeH sich R und BT^ in eine Function von u, welche 
endlichi monogen und monodrom bleibt so lange u Werthe annimmt, 
die sich höchstens um eine wenn auch kleine Grösse ttber die 
Achse des Reellen erheben oder unter dieselbe herabsinken, also, 
um dasselbe mit anderen Worten zu wiederholen^ so lange u nicht 
ans einem wenn auch schmalen Streifen S heraustritt, der in un- 
endlicher Längenansdehnung die Achse des Beeilen umgiebt. In 
der That ist dies wie bekannt der Fall, wenn es einen solchen 
Streifen giebt, in dem R nie verschwindet. Es kann aber R für 
kein reelles &, also für kein reelles « verschwinden, weil sonst 
augleich 

^ = y = y.; »==«1 

wäre, was unmöglich ist, da die Punkte {x,y,%) und {x^jy^fZ^) 
verschiedenen ellipsoidischen Flächen angehören, wenn man r und 

r, festhält, und d und \p, auch und ^p^ alle möglichen reellen 
Wertho giebt. Hieraus folgt uimiittcibar, das fUr jedes fost^e- 
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haltene r, r^, 0^, , %p nur solche n die Grösse R zu Null machen^ 
welche nicht auf der Achse des Keellen selbst liegen, so dass ein 
Streifen er mit derselben Eigefischaft noeb ezistirt, ' wenn man aaeb 
^ij Vi; ^ möglichen reellen Werthre giebt. Setsst man fest, 
dass f\lr ein reelles u immer R die positive Grösse sei, so ist R 
im gauzcn Ötreifen o vollständig bestimmt. 

2) Die Grösse in der 6 durch » ersetst nt, ^enn u ir- 
gend einen ihm in a zukommenden Werth hat, lässt sich nach dem 

Satze von Diriclilct immer in eine couvcrgente Reüie von Kugel-> 
fuuctiouen in Bezug auf 6^ und eutwickehi, so dass 

wo als Doppelintegral durch §. 98, d gegeben ist Die erwähnte 
Formel liefert, wenn man die dortigen Zeichen beihehXlt, die Ent- 

Wickelung einer Function f{0, xp) niich Kugclfunctioncn in Bezug 
auf 0,\p\ ist V ein in / vorkommender Parameter, in Bezug auf 
welchen f endlich, monogen und monodrom bleibt^ wenn 0 nie am 
einem Baume c heraustritt, so ist dasselbe m\itm6^f{d^ , V',)Pi»(cos^) 
der Fall, also mit dem Integrale nach und ^, awischen e]|d<^ 
liehen Grenzen 0 und n resp. 2n, also mit dem n'*" Gliede der 
Entwickeluog von / \ß, tp). Hieraus folgt;, indem man statt c, 0^ iff 
hier u, d^y % und 

setzt, dass f)* endlich, monodrom und monogen nach u in dem 

Streifen ö bleibt. 

3) Ist u reell und nahe Null, so kennnt man den Wertii Ton 
aus §. 9 Gleich. (8, a), und sieht dass es eine ganze Function 

J^xta Qrades von ain^ und cos^, das dortige — ist. In u um- 

e 

gesetzt, wird es eine rationale Function von if, die endlich bleibt 

wenn man die Breite von a, sollte der Streifen sieh bis auf +^ 
ausdehnen; in einem schmaleren S zusammenzieht. Es wird daher 
für alle u des Streifens S, — für uns genügt dass man weiss iUr 

alle reellen u — die Function 9" mit -^F" ttbereinstimmea« . 
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§. Botationsellipsoid. 345 . 

§.16. Zum SchWsie dieses Kapitels ist noch das Historische 
über die hier behandelten Aufgaben mitzutheilen. Lamd hat ftir 
die dreiachsigen Ellipsoide im 4'^" Bande des Lioavillo'schen Jonr- 
nals vom Jahre 1839 die hier in Frage kommende Angabe, ans 
der Winnelefare gelöst, welehe wie man sah, mit der andern, im ■ 
§'. 19' behaDdelten übereinstimmt: das Potential, wenn es an der 
Oberfläche des Körpers gegeben ist, ftlr innere Punkte zu finden. 
Auf die erste Abhandlung, welche die ungleichachsigen Ellipsoide 
b^andeit, ans deren reichem Inhalte bereite in der Theorie Man« 
cbee mitgetheilt wurde, nnd von welchem man noch Weiteres* !ni - 
folgenden Kapitel erfahren wird, Hess er in demselben Bande eine 
zweite folgen, in der er zeigt, wie die allgemeinere Methode sich 
für den speciellcn Fall des Rotationsellipsoids gestaltet, — wie die 
im allgemeinen Falle auftretenden Producte der E sich in Prodncte 
aas irigonometrischett Grossen mit fertig gebildeten endlichen Bei* 
hen Terwandeln. Somit ist die erste LOsung dieser Aulgabe aneh 
für die Botationsellipsoide von Lam^ geliefert. - 

Jn seiner In augural -Dissertation, die im April 1842 erschien, 
dwaof im 28**» Bande des Grelle'schen Journals Yoa Jahre 18i8 
bist der Verf. dieselbe Att%abe behandelt, indem er das BetatSone- 
ellipsoid zum Ziele nahm, und sie durch die Methode, welche im 
§. 12 angegeben ist, löste. Aus den Resultaten dieser Arbeit ist zu 
erwähnen, dass die bei Lam^ auftretenden Reihen sich hier als 
dse Fm erwiesen. Dadurch dass man die bekannten Eigeasehaften 
der P anwandte, bekamen die Sndlermeln aueh in anderen Tbei- 
len eine bessere Form, indem bei Lam4 z. B. in den Nennern un- 
ausgeführte Integrale auftreten, die bei uns durch üjre einfachen 
numerischen Werthe ersetzt werden konnten. 

Das fieeults* in der Form wie der Verf. es fand h*t Lam^ 
in seineM Weilce: ^Sur les fonetions inverses* vom Jahre 1857 ab> 
geleitet; der Theorie der Anziehung oder Wärme ist in dieser Schrift . 
nichts wesentlich Neues hinzugefügt worden. Liouville bemerkt 
in seinen Arbeiten aus dem Jahre 1846 im XI. Bande seines Jour- 
nab 8.217—236 und 261—290 gleichfalls, dass die besprochenen 
Functionen die Fi sind, und fügt am Schlüsse hinsu, dass er die- 
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dort Teftfffmilichtoii Unlennchimgan achoB nn J«]ir» frlllMr toU- 
enclet habe*). 

Dieselbe Aufgabe für den äusseren Punkt (Aufsuchung von 
Va des §. 12) bat der Verfasser zuerst gelöst. 

Nenmann gab der Fuoctioii Qm, welehe in F. vorkiMpiBi^ 
und bei dem Veif. alt bypeigeometriaalie Baibe aagawandt wurde, 
im 37><«* Bande det Grelle'fcben Journals die Form des §.59, fer- 
ner verbesserte er Lamd's und des Verfassers Arbeit über K, in 
einem Punkte (im §. 12 ist derselbe bervot^ehobcn), indem er daa 
Venohwinden gewisser Constanten^ wenn die Ecemtricitttt imaginKr 
iit, streng« naehwiea. Zwar hat der Verf. im 29^" Bande den 
Crelle'schea Joum. nachtrSglich einen wohl genügenden Beweis 
hierfür geliefert; dieser ist aber viel nmständlicher, und sicherlich nicht 
so naturgemäss. N c u m a n n hat auch den magnetischen Zustand eines 
ElUpsoides bei vertbeilenden Kräften b^timmt Zar Entwickle 
lm«TOD|-«tfdi.«.,wiain.w«b. MiwM .Dimnmt, Mi«t 

er sich nicht der im §. 9 angewandten Methode sondern derjenigen 
welche im §. 13 auseinandergesetzt wurde ^ indem er des Verf. ur- 
Bprttngtiohe Bestimmtmg von und Va durch Integration der Btf* 
forenttalgleiofanDg ^9^=0 an Qnmde legte. 

Die Methode des §. 9 sur Sntwiekelung von Br* naeh Kugel- 
functionen beruht auf den Prinzipien, welche der Verf. im 42»**" 
Bande des Cr eile' sehen Journals bei der entsprechenden Aufgabe 
fllr das dreiachsige EUipsoid kurz mittheike; Bedenken , weiche 
ihre Anwendung erregen konnte wenn (f swar gröioer §h 0^ war, 
aber nieiit so gross • dass die Reihe Air <«-*A^ im f.9 fttr aUell 
convergirte, sind durch §. 15 beseitigt. Das kurze Verfahren des 
§. 10 erscheint hier zum ersten Male. 

Ueber die Aufgabe des §. 14, die Kreisscheibe handelt ein 
Aufeata des Verf. im lionataberiohte der Beriiner Akademie vom 
Jahre 1854, 8.564—572. Dort ist nttmfich angegeben, dass die 
Summation der betreffenden Reihe auf arc tang führe ; es sind auch 
die Mittel erwähnt, durch welche die bummation geschieht| und 

*) Cest dant les qoatre derniers mois de rsnn^ 1842 que J*ai etmmmei 
flt teraifQ^ toates «et zecbcrahee eie. 
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BotAttonsellipsoid. 



347 



die Resultate 'tpelche sie verschaffen. Einer schriftlichen Mittheilong^ 
des Herrn Lipschitz verdanke ich die Nachricht, dass der Theil 
meinet Resultates, welcher den allgemeineren^ hier in der Formel (11) 
enthaltenen Fell betrifit, bei einer von ihm angestellten Frtlinng 
sieh nnrichtig gezeigt habe, so wie die Angabe des richtigen Re- 
sultates. Den Fehler, welcher in einer Rechnung vorkam, die im 
Monatsbericht S. 568 nur beschrieben nicht ausgeführt wurde, und 
welcher dadurch entstand, dass bei einer Summation (in unseren 
Formeln der nach m) die Summenseichen sich auf au viele GHeder 
erstreckten — ans diesem Grunde sind auch die Resultate im spe- 
ciellen Falle ricfitig geblieben — , habe ich hier verbessert. Es ist 
unterdessen eine denselben Gegenstand betreffende Abhandlung des 
Herrn Lipschitz im 58*""" Bande des Borchardt'schcn Journals 
S. 1 — &3 erschienen: ,Beitrige sur Theorie der Vertheilung der 
statbehen und der dynamischen Electricitttt in leitenden Körpern.* 
In derselben werden die 0» welche im Nenner auftreten, wie es 
im Monatsberichte oder hier geschal), durch ähnliche Ausdrücke 
im Zähler ersetzt, so dass dort gleichfalls die Formel fbr nB» auf 
S. 335 den Ansgaigspnnkt bildet, nur mit dem Unterschiede, dass 
Herr Lipaehita wtm Ansdmcke von Q sich des Nenmaan' sehen 
Integrals statt des in den Arbeiten des Verf. benntsten bedient. Nun 
wird die Summation ausgeführt, und giebt ein Doppelintegral, des- 
sen Werth Herr L. direct fUr eine besondere Lage des Punktes 0 
bestinomt. Er erräth dann den Werth desselben im allgemeinen 
Falle, und venficirt das Resultat, indem er es in die Difiirenlial- 
gleicliUDg einsetit, durch die bekannten Mittel (Han vergleiche 
Dirichlet's Arbeit im 32»"''' Bande des C relle'sehcn Jooraals S. 80: 
jpSur un moyen gdncral de vdrifier l'expression du potcnticl relatif 
une masse quelconque, homogne ou hdt<5rog^no.^) Die Abband- 
long im Konatsborichte erforderte compUcirtere Rechnungen , nm 
die Femel ftr den speoiellen Fall in eine aw^cmissige Gestalt 
zu bringen : die Rechnungen zu der dort richtig angegebenen Endp 
ioirmel wurden im 53' Bande des Borchard fachen Journals '^)^ 

*) Die RsdseliMi der dliptliolMD Int^alo In ihie kmoniaohe Fona, 8.199 
Iiis 290. Daselbst ist bei der Zusammen iteUang der geAundiMn FomMla 8. SM 
iarthlbnlieh der liodalas k &ii k^ gesetrt worden. 
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wenig;8ten8 ftlr dan Fall eiiras pontiTen ri— eot^cos^, vvXMtaki&g 

abgeleitet. In der gegenwärtigen Arbeit ftlbrten, wie maa sab, 
▼iel eiofachere BachnuDgeu su domselben Ziele. 

Das dreiachsige EUipsoid« 

§. 17. Nach den Auseinandersetzungen der vorigen Kapitel 
üi^er^ieht man, dass es nur darauf ankommt eine geeignete 
Entwickelung der reciproken EntfernuDg zweier Punkte 
•nfsafindeD, nm lUnn sogleich die Anaiehung einer yoii swei drei- 
aeKsigen Ellipsoiden begrenzten Schzle mit gegebener Haete anC 
einen äusseren oder inneren Pankt ermitteln zu können. Diese 
Entwickclung wird hier nach der Methode des §. 9 vor- 
genommen, nach der aweiten Metiiode im §.23. Wir setzen 

y s= yr'—b* and C09 »// , y^ = ^r] —h* sin 6^ cos tp^ 
» = y'r'— c'ßin (>sin ip, z^ = >^r]— c^sinö, sin^j , 

aad denken uns b und c entweder beide reell «ad poailiT oder beido 

rek imagblr and posittv, ferner 

c>bs r>r,. 

Hält man r und r, fest Und globt 0, , V, alle Werthe von 0 
bis n oder resp. bis 2«, so stellen also x, y, z, und a:, , , », , die 
reobtwinkiigen Coordinatcn zweier Punkte P und vor, welobe 
auf zwei confocalen ElUpsoiden liegen , P aof dem grileaam mit 
den Aebaen r, ^r*— 6*, Vr'— o', und P| auf dem klebem deaaeii 
Aobten r, , yr] — b\ } r]—c' sind. 
Indem wieder 

gesetzt und H positiT genommen wird, soll nun die Entwiokelniig 
von JT"* nach Kngelfanetionen in Bezog auf d und vor- 
genommen werden, wobei sich aus dem Resultate zeigt, dass diese 
au gleicher Zeit eine Entwickclung derselben Grösse nach Kugel- 
fun etionen in Bezug auf und ^| ist. Man stelle sieh wieder 0 
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sähe an Null Tor, weU die GHlltigkeit derselben Entwickelung fUr 
Midere 6 eich spftler sehr einfeeh ergiebt. 

Man drücke mm, wie im §.9, durch ein Integral aus, 
wobei man sieb vorlftuBg $ so klein denkt daae a?— d;, poftiÜT mt 
Macht man 

io hat man 



(a)... -g-«y ^ 



Die GrOMien a und. ft aind nicht der Art wie die entsprechen- 
den GrOasen in der Untersuohnng Uber die Eotationsellipsoide ge- 
bildet, daas nftmlich F^{ß) oder nnmittelbar eine einfache 

Entwickeluug uach Cosinus oder Sinus der Vielfachen von oder 
gebe; dividirt man aber in (a) Zähler und Nenner unter dem 
Jttteigfrale durch 

|^6'coa'i| + c*8in*fl 



und setzt 



so dass (a) in 



^ yb' cos ^ 1? + sin' iy ' 

A = - A , 

y 6' cos' + c' sin^ 

/i\ 2* _ I " V6'coB*^+g'Mn'^ 
^-J — j 



0 

Übergeht, so kann man diese Formel behandein wie (fr) im §• 9l 
IiS wird dann 



y = - -■ • eo80+ ^ -■ : «Bmgeos^ 

j_ iVr'—o'siny • /i • , 

T -===========-. ain ö am V», 

während S ans y durch Vertauschung von r, tfß mit r, , , t^^ 
entsteht* Um die Gr;)s<?en y nnd tS leichter mit den ähnlich ge- 
biideMn » des §.66 und 67 an Tergleiohen mache man 
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und findet 

y = J cos ^ 4- f I' — 1 sinö co8(;^ — 1/;), 

Für hinreichend kleine ^ kann man (6), wie den ebenso nn* 
merirten AuBdrnck des §. 9, in eine Beihe entwickeln, nnd erhilt 



(12) ... i=Vr, 



Fttr t^(9) und setse man ihre Reihen, nnd swsr ist in Bezug 
anf Q der Fall ad 1 oder ad 2 des §. 75 «u beachten, indem | bei 
reellem b und c reell, und bei hinlänglich kleinem 0 auch |cosÖ>l, 
bei imaginärem 6 und c aber £ rein imagiaiir wird. Man hat daher 



(2«+l)Ö"(;.) = 2J^(-iri>:(coaö)(?i!(|jco8Jii(;r-V')+3, 

wenn mit 3 derTheil der Reihe von (2«4-l)(?"(y) bezeichnet wird, 
dessen Glieder wie die doa ersten Theiies gebildet $iiid, aber ein m 
enthalten, welchea n übersteigt; das Glied, welches fli=sO entspricht 
mt halb «1 nehmen« 

Es wird im §. 19 nachgewiesen, dass 

% y6*co8*a^-i-c*8in'ij 
verschwindet, wodurch K", wenn man den Theil Ton if, weif 
eher an 3 addirt (2«+l)0*(y) ansmaoht, T nennt, sich anf 

(rf) . . . r i- r^P^(9)T-=-^^=^ 
reducirt, also anr aattHnff in Besug anf 0 nnd !^ «rnd 
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s«^le!eh in B«zug auf 0^ und {gehört, wie olimi be- 
hauptet wurde. Bei der Belmndelung der Kotationsellipsoidc trat 
zwar aucb ein solcher Theil 3 ^^^i ^^^^ besonderen 
Fall b = c auch x — Xt — ^ wird, und P*(5) trigonometrische Functio- 
B«n meht hittierar alt des li*** Vielfiichen von Xt «nthilt, 3 
gegen nnr höhere Vielftiehe als das von da üener flir 6=sc 
auch y6'co8*f?+c"sin"i7 yon i? unabhängig wird, so ist für den be- 
sonderen Fall das Verschwinden des Integrals (c) klar. Wir tiber- 
gehen, wie gesagt, in diesem Paragraphen den Nachweis, dass (c) 
anob hier Tarsohwindety und beschäftigen uns mit {df), welche Glei> 
ehung wir in eine bessere Form bringen. 

Denkt man sich ftir und T ihre Werth e gesetzt und die 

Multiplication ausgeftibrt, so entsteht eine Summe von Gliedern, 
Ton denen wir irgend eines in's Auge fassen, nttmlich das welehes 
ans Multiplication des Gliedes in P nit dem p**" in T hervor- 
geht. Dieses entbKlt einen Theil der vor das Integral tritt und mit 

\ü cos iv4-c sin 
ist; dieses Integral wollen wir jetat betrachten. Statt 
der Gramen 0 und 9« kann man swei beliebige um 9« sieh untor- 

scheidende, z. B. — und -g-, wie es hier geschehen soll setzen, 

weil die Function unter dem Integrale sieh nicht lindert, wenn man 

in ihr ti mit 2n-f i? vertauscht; mau zerlege dann das Integral in 

eines von — ^ bis und eines von ~ bis welches letalere 

wem, durch die Substitotian 9 — Mf die Greosen — y und ^ 

bringt. Für Werthe von 9 welche sich um n unterscheiden, blei- 
ben I und Ii dieselben, unterscheiden sich die entsprechenden % 
oder um n\ es wird also das aweite Integral gleich (— l)"*^''mal 
dem ersten, so dass das ganse Integral gwlsehen 0 und 2« gleich 

dem doppelten von — ymoxt m+p eine geradaZahl 

beieichnet, und dass das Integral verschwindet so oft m+p 
ungerade ist 
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Löst man durch die elemenUureii Formeln cmmixt'-^) nnd 
^) Auf, so befinden sich unter dem Integrale Tiar Gliederi 

die ans dem Producte von ^ ^ ^' l^dll — resp. in 

cos' i^-fc' sin* I? 

co^anp^ coApyf cos ng^i eo^PXi sinrny/, cosp tfj sin mj, cogpx i 
eosmVf, sinji^cosfl^ mapx; sum^i tkajnp namx^ wkpXi 
bestellen; fUr entgegengesetzte fi bleibt £ unverSndert und x lindert 

sein Zeiehen, niclit setnen Werth. Daher verschwinden das zweite 
und dritte Integral zwischen den gleichen und entgegengesetzten 

nur das erste und vierte bleiben ftbrig, 

die man dann auch awisehen 0 und — nebmen und verdoppeln 
kann. Unser Integral ist also 

IT 

4oos«^.cos|»^/ 



TT 



^ }o cos jy-f- c sin fj 

wenn ai+|i oine gerade Zahl beseicbnety dagegen Null fttr. ein u- 
gnradea m+p. Kennt man diese GrOsae so wird 

r = 1 {- i/'a:p:(co8 ä,)p; (cos 4:, 

die Summe von m und gleich 0 bis n, aber nur über die gleich- 
artigen » und p, und für jp = 0, nicht aber für i» = 0 die HäUie 
genommen. » 

Es bleibt noch ttbrig» die Grösse Ä, wdche S, ^, x 
enthttlt, so BU transformiren^ dass sie direet dnrch die gegebenen 
Stücke r und t\ ausgedrückt wird. Mau behandele zu diesem 
Zwecke , 

1) Die ^eaclen Pro^u^te 

Functionen wie sie frtther durch Cm und 8m beseichnet wurden, 

deren Ausdruck durch die Stücke |, , V l5 — 1 > V^I"~^ 
mau §.71 und zwar in doppelter Form fiudeti einmal als endliche 
Beihe, dann als Integral. Wenngleich wir nur die sw^ite Form 
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benotMD wollenf, m mag doob sor beiseraii Uabmicht die erste 
hier gleichfalls aufgeführt werden; verbindet mBn, um eine ge- 
meiDschaftliche Formel zu erhalten , die beiden umzuformendea 
Producte darch +t so wird 

d. h. (indem man für ^^ und Xi ijjrc Werthe durch r^ und ein- 
setst), gleich dem Producte vou 

(] V; — 6' cos + 1 — c' sin ly)* 
(y6*c08' 1/ + sin'' Tj)" 

in die Reihe 

- ' 2(2/1-1) ^* coa^i? +c'8iii*fl)fr-^+ etc., 

also gleich der —n*^" Potens der Quadratwurzel ^/ö'coa'f^+c'sin'i} 
in^ eine ganze Function von r, , die zugleich eine ganze Function 
Yon ooBfi und rinif ist. 

Der Ausdruck unserer beiden Producte durch ein Integral 
wird au» der Formel des §.71 auf p. 182 gefunden wenn man dort 

cwd = Ii 

isiut^co^V = ylj — 1 cosjjfj 
inRÖMnitf = y{*— 1 8in;|f, 
setzt; nennt man den Integrationsbuchstaben a, und macht .\ 

B = r^^\' yr] —6* cos tj cosa + "^r] — c'sintvsin a, 
so entsteht die Doppel-Formel 

2'-»77(w!/«)/T(w-/M) •"^^•Msinm;!:, (j/ftVos^i? i c^siu-^)"«/ Uin»«»' 
2) Eft folgt jetzt die Transformation von 

o;(i)oos«f, o;({)8inÄif, 

welche durch (46) auf p. 156 ausgeflihrt wird. Dort stellte iff, welches 

mit X ^ yertaaschen ist während | für das dortige x gesetzt wird, 

• TS 

einen Bogen vor, der im Allgemeinen bis über ~ steigen durfte, 
indem bei uns der Fall §.42 ad 3, in welchem ^ nicht ^ erreichen 
durfte, nicht eintreten kann. Pa n also auch x bis wächst^ 

Hein«, Budbnch d. Kiif«lAifteliOB«ii. 
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■0 darf man die angeaeigto Fomel benntsen imd findet sanftehet 

nin^'P)n(n — p) /)'»iiJco8;>;t_ /** di icosp« 

und hieran», wenn man 

C = r+yr*— 6" coBfl cosil+i^r'—c'wniy sint* 
letzt, ftir die rechte Seite 



—00 



Diese Werthe ad 1 und 2 hat man in Ap einzusetzen und dann 
Y in der verlangten Form gefunden; es wird nnr erforderlich sein, 
die Bechnnng bei dem Theile von Ä vorennehmen, welcher aus 

den oberen Zeilen der betreffenden ?\)rnieln entspringt, d. h. die 
Cosinus enthält. Dieser Theil von A vci waiidelt sich nun, wenn man 

b — (1-3. ..(2 /^ -1))' 

machte d, h. = a^, bp = iap, in 

211+1 bp 

— COBlIi^l QOSptff 

multiplicirt mit 

n 

für p ^ 0 die Hfilfte genommen. Es lassen sich aber die beiden 
inneren Integrale von v — — ^ bis V = -^r Cosinus der Viel- 
fachen von ^ in Heihen outwickeln, indem sie, mit gewissen Po- 
tenaen von 

|^5^coB*^+?Bin^7 
multiplicirt; in diesen Grenzen nichts anders sind als Constante mal 

PI ({ J cos mx^ , QliS) cos mx, 
also sich durch Vertauschung von ti mit —17 nicht tUidem. Be- 
zeichnet man für den Augenblick zwei so bescliafienc, von — ~ bis ^ 

gegebene Functionen von fj mit f(ii) und F(ti), so ist die Cosinus- 
reihe dner jeden eine verschiedene, je nachdem man versclüedene 

Annahmen Uber die Fortsetzung von f und F zwischen und 
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macht. Würden wir z. B. die Function 

""^cospit dt 



" '90 



TT 



SO entwickeln wollen, dasd auch über — hinaus noch F{jii) mit dem 

Integrale übereinstimmt, 80 wäre dieses nach §. 58 etwas ganz aa- 
.deres, als wenn, wir, wie hier, festsetzen es solle dann noch 

(}/6WV"-MW^)'':^ JI(»). 1.3.(2«+!) 
darstellen, wodurch die^Entwickelnng sich gerade emfach gestaltet. 

Wir setzen deshalb fest, es sei über = i hinaus 

F{ri) = {-iyF{n—n) 

n 

and fttr «ei ^in) wie oben, und 

/2rr 
£"cosiiMida. 
u 

Macht man dann 

F{n) = +a, C08q+<*t 0082i9+ etc. 
= + ^ co8J7-f-6, cos294- «tc ' 
wo die Beihe für fiti) sicher mit bnco^nti schliesst, so wird 

n 

ü II n 

2 



weil m und p gleichartig sind, also -1)"*'^''=2 ist. Man hat also 

n 

4 /'^ 

ü 

femer 



I»« 

u 



4 /•* 



0 

23» 
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wenn q mit p gleichartig itt soiiBt 0, iui4 

n 

ft, = — / f(rj) COS qtjät], =0, 
je nachdem g mit w gleichartig ist oder nicht. Man fiadet also 

die Summe nach g nnr Ubw solche g ausgedehnt, welche m und p 
gleichartig sind, und für g = 0 die H&ifte genommen. Setzt 

man nun 

DJ* = — / coß qn dnj cos m« da 



II 0 



SO wird der betreffende Theil von A 

dem noch ein anderer hinzuzufügen ist, um A zu geben, welcher 
statt der Cosmns die Sinns enthält« Der erste Theil giebt als ersten 
Theü von r 

^2?i±i} Z i-lf bp JCCcosÖJcosmVi J^costf) co9p^£U;;W^, 

wenn jetat auch für m = 0 die Hälfte genommen wurd. 

Stellen wir alle Formeln zusammen, so entsteht also das Be^ 
snltat: £s ist 

(12) ... -^^2 r. 

Um r* auszudrucken setae man 

(13) ... = Tj + ^rj — 6* cos^ cos« + ^r] — c* sin^ sin a 
C=^r +yr*— 6* cos i;cosil+]^r" — Mulsin tl 

(^14; . . . Op - jj(„+p^/2(«-jp) 
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n 

(15)... I/j|*(r,) = ~y fiO%q)idriiJ B^nQ^muda 



n 



H'9 W=-y coB^dtij -^^i 

u'^^r^) --J Bmqr^dtjJ ff'dmmad» 

n 

Dftnn wird 

(16) ... r = 5i?!!±l^""y Vi)''fr;/'«(coBöj/';(co8ö)x 

wenn fttr m = (), p = 0, ^ = 0 jedesmal die Hälfte genommen wird, 
also z. B. wenn alle drei zugleich 0 sind nur der achte Theil, und 
man die Summe nur Uber die gleichartigen m, p, q ausdehnt; sie 
serfiUlt also in eine Summe ttber alle geraden m, p, q vermehrt 
nm eine ttber alle ungeraden. 

Die Vorautsetsung data 0 eehr kidn sein mttsse hebt man 
durch eine wörtliche Wiederholung des §. 15 auf, indem man nur 

ad 3 dort —¥ mit Y vertauscht. 

§. 18. Die Grosse Y ist vermittelst (16) dnreh vier Functio- 
nen; welche von r, und r abhängen, nämlich durch U, ti, W, w 
ausgedrückt^ die den Mathematikern zur weitereu Untersuchung 
empfohlen sein mögen. Jacobi hat sich in zwei Arbeiten über 
dieselben verbreitet, welche man im 15**" Bande des Grelle'schen 
Journals findet; die eine: Formula transformationis integralium de- 
finitorum ist bereits mehrfach erwShnt worden, die andere ftlhrt den 
Titel: De evolutionc expressionis (/4--''cosy4-2/"co89)')~'* in seriera 
infinitam secundum cosinus multipiorum utriusque angnli «p, <f^ 
procedentem. 

Die Ausdrucke ü und u sind offenbar ganze Functionen von 

r^, l^rj— 6*, y'*'!— c', und die Integrationen lassen sich für jedes 
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g«gebene n yolhtindtg aosftlliren. Wir rerlassen dieselben, um 
noch etwas über die W und fü binEUeiitVi^en und sn zeigen, dass 
dieselben sicli gleiclit'alls als geschlossene Aujidriuke darstellen las- 
sen, in denen nur noch ein elliptisches Integral, welches r enthält, 
ab «nsige Traascendente ttbrig bleibt» 

Man aetse daan cosmtl, sinmtl, costl, sintI in die Ezponential- 
grösaen 

_X , _(e-.'-.c— 0, etc. 

um; muItipHcirt man femer unter dem Intep^nle Zähler und Nen- 
ner mit et»+^>', 80 hängen die W und u> von iutegraieu 

(a)... /^f^Ur 

ab, wo m eine ganze Zahl bezeichnet, weiche zwischen 0 und 2n 
mit EinscblusB der Grenzen liegt, und wo zur Abkttraung gesetzt bt: 

a = yr'— 6* cos ly—t ^r'—c' sini/, 

7 ~ l^r* — 6' cos I? 4- » } »'^ — «in >?. 
Das innere Integral nach t yerwandelt sich durch die Substitution 

und lässt sich nach bekannten Formeln auf J° rcduciren. In der 
That wird, bo lange nt > 1, 



" "■ (iii-2»-l)y " {m—2n—l)r 



und für m = 1 



so daaa also Jr gleich (2fi/|t— 7«»-*) mal emer Function von cos 17 
und sinij von der Form — wird, wo H eine ganze Function von 

», r und / bezeichnet. Man reducirt nun Jl weiter durch die 

Formel 

wenn 

k = 6*coB*i9+c*sm'9 
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* 

geteUt iaty so dsM endUeh die Form 

annimmt, in cK r A und B rationale Functionen von cosi? und sinjy 
auch von r, | r^ — 6' und — c* vorstellen, die als Kenner das 
Product einer Potenz yon a, y und k enthalten oder wenn man 
lieber viil, welche einen. Nenber der Form {äff Ii' enthalten, wenn 
fi and V ganz sind. (Man achte auf den einfachen Ausdruck 

ay = (r' — 6')co»^;4-('*' — c')8in'»7, 

welcher im Nenner auftritt.) Durch Binsetzen in (a) verwandelt 
sich die Doppel -Formel (a), wenn man nur den Theil berücksichtigt 

welcher cos^t^ cntliält^ in 

n n 

(ff) , , Aco»qtidti-{-J^ ' BJlcosqt^dti, 



wo das erste Integral austülubar ist und rational nach r, \'r* — b* 
und yV^c' wird. Bei der wirklichen Ausführung benutze man 
die Httlfsformel 



r* 1 



Um die Natur des zweiten Integrals in (6) kennen zu lernen 
führe man das Integral 



ans, welches sich in 



r+ yr* — 6" cosfl costf +yr' — c* sin ti nnU 

umsetzen lässt, also nach p. 114 giebt 

1 ^^^ r+|^6*co8*»y4-c^8iD''^ 
r— y6^cos'i74-c*flin'f7 

Hieraus folgt 

dJi 1 



dr (r'— 6*)cos*i»+(r* — c';sin"i7 ' 
so dass sich Jl , welches f Ur r = oo verschwindet, auch durch 

j, ^ r '^-^ 
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ersetzen lässt. Das zu betrachtende zweite Integral verwandelt 
sicli also io 



Da Boos 917 gleichfalls eine rationale Function von r, ^r^—b'f )V*— c', 
eosi;r^ sin 9 ut, deren Nenner (s. o.) der einfache Ansdmck (o/Yk^ 
wird, 80 iKsst sich das innere Integral nach 17 auf bekannte Art 

vollständig ausführen, und wird eine rationale Function vou ^0;*— 
und }'x* — c", 80 dass das Integral selbst, wie oben bemerkt wurde, 
sich auf keine höhere Transcendente, als auf ein elliptisches In- 
tegral redncirt. 

Da mn Versnch, die Aufgabe, welche wir für die Erdsscheibe im 

§. 14 lösten, auch für die elliptische Scheibe zu behandeln, auf die 
Werthe von W und ir für r = 0 führt, wobei b und c als rein 
imaginäre Grössen zu betrachten sind, so soll über diesen beson- 
deren Fall noch £äniges hinxugefUgt werden. 

S^tst man 6t und ci für 6 und c, läset die Indices m und q 
weg und setzt r = 0» so entsteht 



dt 

;^rH' 



3 ^9 



■c'coa'a 



nW=z/ cosqijdfj/ : 

(6cosi;co8tf-f- rsin lysin i/)" 

Hier lässt sich für ^ eine neue Veränderliche o durch die Glei- 
chungen 

6cosf/ = /!^co8a> 
csini; = fiwaa, 

/S* = 6'co8*«-l-c'8in*« = . a ''.'^ 

einflOhren, so dass das innere Integral in 

1 /** cosmtldl 

/i''+^J C08-+*(a — tO 

ttbergeht. Setzt man i^i der letzten Formel auf p. 155, welche aus 
den Regeln über die imaginäre Substitution in Integralen folgte, 
oc für ip und x gleich Null, so verwandelt sich der vorstehende 

Ausdruck in 

cosma f^' cosmit 
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und endfioli nW in 

Die Yertaaschmig von cos m« cos 99 mit siDMiisiii^^ in der ge> 
wonnenen Formel giebt ^nen Aosdmdc lEUr w, 

§. 19. Bisher wurde vorausgesetzt, es sei, äbnlieh wie bei 
den RotationseUipioiden» der 3 enthaltende Auadrock (c) des §.17 
gleich Nnll. Um dies nachsuweisen bat man allerdings die 

mal cosm;^ oder 8infii;if in r und fi zu transformiren , wenn m^n, 

es bedarf aber nur einer ungefähren Keuntniss der Ausdrücke, 
welche auf diese Art entstehen. 

Man weiss ans p. 350—353 wie P*(3) die Grösse ij enthält; es 
ist diese Function von der Form 

wenn G eme ganse Function Ton cos 17 und sini7 vom n*** Grade 
beseicbnet, die also, nach trigonometrischen Functionen der Vieh 
fachen von 17 umgesetzt, kein höheres als das Vtdfiiebe Ton ij 
enthält Es wird sich zeigen (8. u.), dass die Ausdrücke 

(a) QUiiGOimx, QmiÜammx, 
welche allein zu 3 beitragen, in denen also m grösser als 11 ist, 
▼on der Form werden 

(y^fe* cos" ij-\-c^ sin' ^ * Ä (cos rj, sin 17) 
wenn H, wie oben G entwickelt, kein geringeres Vielfache als das 
(n+l)'* ▼on 17 enthält. Hierdurch wäre der Beweis (ükr das Ver- 
schwinden des erwähnten Integral -Ausdruckes (c) geliefert 

In der That, behandelt man, um die obige Behauptung zu 
erweisen, die Verbindung der beiden Grössen in. (a) vermiitelst 
±1, ahK> 

({) (cosinjf ± isin 
und setzt filr das Q seinen Werth zunächst aus §. 57 

und darauf denj^iigen, welcher nach ,§.46, Gleich. 37, 6 ans dem 
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obigen folgt, nämlich 

wo für mz>n, was hier statttindtt, O." m die ganze Function von ^ 

^ + 2.(2«H:3j ^ 

ist, 80 Entsteht die Gleichung 

(6)... öl(4)(i-08»»;if±»8iniii;i;) = 

^yiVXco.|gy1'-l.uu,;y^^ 

Nun ist 

yo C08'f; + c am /; 

_ (r*— d*)co8% -|-(r'-r')i*ni^j; 
^ ^"^ 6'co8"v+c«8in'i7 ' 

also wird 

(6) ^ _(yfe'co8\4-c'BiD*rr r t;'^'^* _ ■ 1 

d. h. es ist ^(cos^, sin 9) gleich dem Producte von 

{c) ... — * , — r 

mal einer ganzen Function, nach cob'i;^ Tom ^ oder 

Grade, je nachdem 1» — i* eine ungerade oder gerade 

Zahl Torstellt, oder die, nach Coeinus der wachsenden Vielfachen 

von ;/ geordnet, mit C08(f» — n — l)r; resp. cos(m — n — 2)?; schliesst. 
Um den Factor (c) genauer zu untersuchen, mache man 

2{ 



wodurch 

also jedenfalls a positiv wird, f Für ein grosses r ist dies ohne 

weiteres kh\r; sollte für irgend ein r es möj::licli sein, dass a ne- 
gativ wird, so müsste es vorher durch Null gehen, also 
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d.h. wenn man quadrlrt | — c*()^r* — -\- )V'— r") gleich Null oder 
r = c sein. Da nun r ^r, ist und r, nie unter c herabsinkt, so bleibt 

r über c also « positiv.] Ferner gebt y^r*— d*cosiy yr*— c'sin 4j 

durch Einführung von a in Vc'— 6* mal 

— 2 — co8^+t — ^ 8mi7 = 

über, aLio(c) mit Fortlassung coostABter^hier überfiiütaigerFActoreti in 

d. h. in eine nach Cosinus und SinuR der Vielfachen von geordnete 
Reihe die mit dem mfaclien tj bouinnt, zu (w-f-2)»;, etc. l'ortsclirei- 
tet. Das Product derselben und jener anderen , welche, als einen 
Theil von H ansmachendi so eben untersucht worden war, und die 
nur Cosinus der Vielfachen bis schlimmstens cos (m^fi— 1)17 ent- 
hält; liefert demnach fttr H eine trigonometrische Beihe, in der kein 
niedrigeres als das (w + 1)**' Vielfache von 1; vorkonant, was be- 
wiesen werden sollte. 

Es verschwindet also wirklich (c) im §. 17. 

§. 20. Im Vorhergehenden findet man die Entwickelung von 
BT'^ in die Reihe der Y dnrch die Gleichungen (12) bis (16); die 
Grössen (/, u sind nur Functionen von r^ und zwar ganze Func- 
tionen von r, , ]'r]--b\ c^; die W, w nur von r, bezeichnen 
aber elliptische Integrale. Um die Ansiebungsaufgabe za lösen, 
welche der im §.11 für das Botationsellipsold behandelten entspricht, 
nennen wir wieder k die Dichtigkeit im Punkte x^y , z^ der 
Masse ; X, y, z die Coordiuaten des angezogenen Punktes und 
haben 

(17)... r=/*l^i|!Ä, 

wenn das Integral über die ganze Masse genommen wird. Die 
Masse mag, — damit wir sogleich den allgemeineren Fall betrach- 
ten — , ein Ellipsoid nicht vollständig erfüllen; sondern durch zwei 
Ellipsoide begrenzt werden, welche möglichst eiufach nach Einfüh- 
mng unserer Coordiuaten zusammenhängen; die» sind zwei confo- 
cale EUipsoide (veigl. p. 302), an deren Oberflächen constante 
Werthe r ond erh8lt (r sei grösser als T,). 
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364 Dreiachsiges Ellipsoid. g. 20; 18. 

Durch die neuen Coordinaten auBgedrückt wird 
dx^ dy^ dz^ = A sin dd^ d^jf^ dr^^ < 
wenn man aur Abkürzung 

(r;-6')(r; -c')i;08'(?, +rj8in'ö. {{r\-b')%W'^, ■\-{r] ~c')co8>,) 
setzt; Äi4, die ;;cgcbene Function von r, , , i/;, , wclclie durch 
^C'*!» ^if y^i) ausgedrückt werden mag, entwickeln wir in eine Reibe 

F(r, , = r+r+i'H- etc., 
▼0 Von der Gattung P" in Bezug auf und %p^ ist, also durch 

_ Oft 4- 1 /•» /*2n 
0 fl 

ans F folgt. Jetzt rnnss der Fall, in welchem x, y, % die Coordi- 
naten eines äusseren Punktes vorstellen von dem des inneren Punk- 
tes unterschieden werden. Das Potential hcisst, wie früher, in dem 
ersten Falle F« und in dem zweiten F». 

1) Um Va sn finden entwickele man A"' in die Reihe SV; 
es verwandelt sieb dadurch in die Summe 

(18) ... y.^^Wr 

(lö, o) . . . Z"a= f dr.fdO, sin Öj/^^Ä" r'dV'i > 

r„ 0 II 

indem alle Glieder, in welchen Producte X" F" vorkommen ver- 
schwinden, sobald m und » verschieden sind. Man löse oun /^(cos^) 
in (a) aa^ und findet 

m n 

■X" =^£^(~l)'"<C/'*(co8Ö,)(a«cosmV',H-/?«siniii^,), 
Der Werth von war nach (16) 

(6)... 2' (-l)'"/»;(cos^,)co8m^, 2' 6;/5(co8Ö)co8pv^ t^;»»^S 

vermehrt um den Ausdruck welcher aus diesem nach Vcrtauschaog 
der Cosinus von tm|/^ und mit Sinus, und von U, W mit tf, w 
entsteht Es wird also 
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»II 

vermehrt um den Ausdruck, der durch Vertauschung von o mit ß, 
von co»pyj mit slupip, von U und mit u und entateht. Die 
Formel (18, a) giebt also als schliessUchen Ausdruck f^r Z«.* 

(19) ... Z;== V(— l)''6;i^(co3f>)(sfpC08i>V/-f Apsin/»^), 

wenn zur Abkürzung 

(20) . . . g,= Si Iw^{r)Y f'v;{r,)m.i,, 

^ I* 
(31) ... &p = 32Tir;(r) Y /''«^(rJ/jLilr. 

gesetzt wird, und man die Summationen nur über gleichartige 
m, p, q auRdehut, also erstens übw zugleich gerade und zweitens 
über zugleich ungerade. Fttr m, p oder q gleich KuU ist jedesmal 
die Hälfte des betreffenden Gliedes zu setzen. 

2) Will man F, finden, so darf man die Formel für F" nicht 
auwenden, ohne vorher r, 0, yj mitr, , 0^, xU^ vertauscht zu haben, 
da die £atwickelung yoranssetzte, daas r > r, sei. Dann wird der 
erste Theil von F*, welcher (6) entspricht 

?i^±H '2\^\fb;p;(^0,)ao%p% v/C(oosö)cos«v^(/,-(r)»F;(r,), 
folglich 

(22) . . . Z; = 2^ P:(cos6)(^.cosmv^+A.smmv^) 

•Hr II 



(83)... g.= »iSV;(r)S(-lfb;f <(r.)«,dr,, 

(24) ... A«i = 32Tii*(r)jVl)''6;/'«^J(r,)/Jprfr,. 



^11 



§. 21. Die Aufgabe über das Potential, welche der im §. 12 
für Rotationsellipsoide behandelten entspricht, bildet den Gegen, 
stand der zunftchst folgenden Unteranohungen. Wir bedienen nni 

zur Lösung in diesem Paragraphen der Methode, welche im §.4 

für die Kugel gebraucht wurde, und die auf Anwendung der im 
vorigen Paragraphen fUr V gefundenen Werthe b^^ruht} durch die 
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Methode 4et §. 12 wird man im iolgenden Paragrmphen dieedben 
Retaltate, zugpleich in neuer Form ntmlich dnrcb die Lam^'sdien 
Funclioiien ausgedrückt erhalten. 

Es sd also das Potential F« oder einer Masse für alle 
Punkte der iasseren resp. inneren Begrenznnfc gegeben, welche 
ein Ellipsoid mit den halben Achsen r, >'r*— 6*, ) r*— c* bildet; 

die innere resp. äussere Begrenzung' is»t p^leiehj^ültii:^ wie man bc- 
reiU aus §. 4, p. weiss. Der gegebene Wertli des Potentials 
an der Greaafläcbe sei f{0,%ff)i man sacht den allgemeinen Ans- 
dmck (Ür und F.. 

Denkt mau sich V nach KugeliuncUooeu iu Bezug auf 0 und 
^ in die Beibe 

entwickelt, so handelt es sich nur nm die Bestimmung der Z. Die 
Form dieser Grössen kennt man bereits ans (19) bis be- 
seichnen nSmlich und 3,^ gewisse anbekannte Constante, so wird 

«US (19) erhalten: 

(25) ... R=^\-irblK{co6d)(coBm^/^rq^v:;('')^^ 

m=dO ^ 7-0 g l ^ 

und aas (22), wenn y and d wiedemm Constante, aber andere als 
in der vorstehenden Gleichang bedeuten: 

(25,a) ... 2:=*":^ V:(cos(?)(cosmy ^^9*^9 

Die Summen sind hier wie l'riilier nur ü])er gleiclKirtige m und q 
auszudehnen^ und für jn = 0 hat man die Hälfte der rechten Seite 
SU nehmen. 

Den Werth dieser Grössen kennt man für r = x, indem dann 
3^=Y'* sein rauss, wenn wieder Y" das ii^'' Glied der Kntwlckelung 
von f{0,yf) in eine lleihc von Functionen der Gattung; P darstellt. 
Man wird sogleich seheui dass dadurch die y und d bestimmt^ also 
der Ausdruck (25) für Z« nnd der fttr Z» bekannt ist. 

Es wurde schon mehrere Male das Doppelintegral aufgeführt. 
Welches den Ausdruck von F" durch f{0, \p) p;Ie])t; man kennt auch 
bereits die. Enftwickelung von Y" nach den Kugelfiinelionea der 
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beiden Veränderlichen 0, %p. Wir können deshalb diese Formel 
hier ohne Weiteres anwenden, beaeichnen deshalb dnrch «m und 

ßu, gewisse bekannte Werthc, und setzen F", je nachdem man 
oder behandeln will in die Form • 

F" ='^'(-irttK(co8^)(««»co8m^+/?,siniiiv^), 

m— 0 

m: M 

y" = ^ Pi (cos 0) (a„ cos m\p + ß» sin w Vf) ; 

flK=0 

für m = 0 mag auch in diesen rechts die Hälfte genommen wer- 
den. Die Zusaromensteilnng von F und Z aeigt, dass man, um 

Zlt zu bestimmen, die y und ö aus den Gleichungen 

(26) ... ÜV,»r;(r) = ««, 

an&nsnchen hat, in welchen m der Keihe nach alle Werthe von 0 
bis fi erhält, nnd in denen die rechten Seiten a nnd ß, so wie die 

Goefficienten W nnd w der Unbekannten y nnd J bekannt sind. 
Da die q nur solclio Werthe crlialten, welche dem jedesmaligen m 
gleichartig sind, so zerflillt jedes der beiden Systeme linearer Glei- 
chungen in je zwei gesonderte; sind die y und ö gefanden, so setzt 
man sie m (25) ein, und hat so TSl ermittelt Für Z« sind die 
linearen Gleichungen anfznlösen, welche ans den Systemen (26) 
sich nach Vcrtauschnng von W und w mit V und u ergeben. 

*Es könnte hierbei ein l^edcnken entstehen, ob nämlich die 
Gleichungen, fUr jedes gegebene System von Werthen a und ß, 
Werthe und bestimmte Werthe f und 6 yersohaffon? Dieses Be- 
denken wird durch den folgenden Paragraphen gehoben, indem 
aus der dort zu gebenden Form der Lösung und der Behandeluug 
des Problems daselbst leicht folgt, dass jedem für die Punkte der 
Oberfläche wiUkilhrlicb angenommenen Potential ein und nur ein 
für alle Punkte gütiges Potential und F« entspricht. Man kann 
aber auch den Nachweis, dass die Ldsung der Gleichungen mög- 
lich und bestimmt ist, direct i'üliren. 

Wir geben den Nachweis für ein beliebig gewähltes System, 
für das nämlich mit Cocfflcienten U, welches sich also auf F« be- 
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zieht. Dieses System ist bekanntlich ein unbestimmtes resp. un- 
mögliches oder ein bestimmteB, je nachdem das System, welches aus 

(a) ... V/,t/<;(r)=0 

für ffi 9 0, 1, 2, . . . » gewonnen wird, besteh^ kann oder nicht 
bestehen kann, ohne dass alle X gleich Null sind. Wir zeigen, 

dass die Gleichungen (a) das Verschwinden aller l erfordern. Es 
folgt nämlich aus (a), wenn man die m"* Gleichung mit cosma 
mnltiplioirt und dann von m = 0 bis m = n summirt, endlich (15) 
berttektichtigty 

(6) . . . ^ ^9 / ff" COS (m dtj =.0 

wenn B den Werth (13) Torstellt, in dem man nur r, mit r ver- 
tauscht hat, und zwar muss (6) für alle a und das fest bestimmte X 
erfüllt sein. 
Man mache 

cos a = ' • r , sm a = \ , 

und findet daaa auch 

für alle fi, freilich bei festgehaltenem r gleich Null wird, was aber 
nur möglich ist wenn es fUr beliebige r identisch verschwindet. In 
der Tbat lätst sich dieaer Ansdmck in Lam^'sche Frodnete 

m 

umsetzen, die alle zu demselben n gehören; soll eine solche Reihe 
für alle verschwinden so ist sie (§. 86) identisch, also flttr jedes 
¥ Noll. Dasselbe gilt nun für den Ausdruck oben, welcher die l 
eafliilt; verschwindet aber, nach Bezeichnung des §. 77, e 

fVir alle und (, so weiss man dass alle X gleich 0 sind, was zu 
beweisen war. 

Anmerk. 1. Kann man die Gleichungen (26), oder die ent- 
sprechenden, U und « enthaltenden für den Fall lösen dass sftmmt- 

liehe tt gleich 1 sind, so wird die Bestimmung von resp. 
wesentlich erleichtert. 
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An merk. 2. Man weiss, das V der Dift'erentialgleichung 
J'V = 0 genügt. Macht man die y und ä aller Z gleich Null bis 
auf die eines einsigen Z*> und in diesem wieder sSmmtUche y und 
3 bis auf ein einziges oder Sg welehes dann gleich 1 gesetat 
werden soll, so folgt dass particulUre Intepjrale der Glei- 
chung /fV~Of aus welchen T zusammeugesetzt ist, folgende 
Ausdrücke sind: 



n 



^ 6lP«(co8Ö)H"*(r)co8f»y/, 



■=41 



2^ i^:(co8e^)£/9"'(r)cosjNV', 

denen man noch zwei iiinzuzufUgen hat, welche aus ihnen durch 

gleichzeitige Vertauschung von cosm^ mit siumi/;, und vou W mit 

w, resp. von V mit « entstehen. 

§. 22. Die Au%abe des vorigen Paragraphen soU nun durch 

die Methode, welche im $. 12 angewandt wurde, gelöst werden, 

d.h. durcli die Iutec:ration der Gleicliuiifj; /7'K=rO, mit Ilinzu- 

fÜguug der Bedingung dass V=f{0,\p) auf einer gegebenen ellipsoidi- 

schen Fläche wird, welche die lialbon Achsen r, ]V— 6", J^'— c" 

besitst. Es treten ausserdem noch Bedingungen hbzu, die sich 

darauf beziehen, dass gewisse Ortfssen endlich bleiben. Wir heben 

dV 

liervor, dass K„ = 0 fi\r r = oo, und dass V,, etc. für alle 

Punkte im Inneren des Ellipsoides endlich bleiben. 

Man Aihrt, wie am Anfange dieses Kapitels, für die recht- 
winkligen Coordfnaten x, y, s die drei VerSnderlichen r, 6, ^ ein; 
für den Buclistaben r soll aber g benutzt werden, diimit früher 
entwickelte Formeln, welche sich auf die Lame 'sehen Functionen 
beaiehen, hier unmittelbar verwendet werden können. Wir setsen 
nun (m. vergl. das 3*' Kapitel des «weiten Theiles S* 76 et seq.) 

cosÖ = ^, 
sin(^sm^ = ;^L= , 

iletur, iiaadbucli U. Kugeiriincliooen. 24 
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und uiftclMm femer 



t = 

















dv 



dann verwandelt Bich die Gleichung z/T = 0 in 

(27) ... (^•-»•)^+(j«_,«,^+(j«_^')|15^ = 0. 

Ferner entwickele man V nach den Functionen, welche zur Gattung 
der P in Bezdg auf d und yf gehören, so dass 

(28)... F=ÜV 



ist, wo also Z" der Differentialgleichung genügt 

(29)... ^^^ + -^^^+«(«+1)^ = 0. 

^ sine/ ov sin ö d^» 

Fuhrt mai^ in diese die neuen Goordlnateii und y atatt d und 
ein, 80 gebt aie in 

(30) ... ^+°^4.„(„+i)(^»_»')r = 0 

über; setzt man für V seinen Wertli in (27) ein und reducirt durch 
(30)| 80 entsteht demnac}), nachdem man durch ft'— getheilt hat, 

eine Qleiehnng, welche auch bestehen muss, wenn das Summen- 
seieben fortbleibt. In der Tbat zer&llt der Ausdruck unter dem 
Summenzeichen; der A heisse, in B-{-C, wenn 

gesetzt wird. B, welches nur multiplicirt mit Constanten und 

differentiirt nach solchen hü Bezug auf & und t// enthält ((j und |), 
bleibt daher eine Function 4er Gattung F" in Bezug auf tf, V; 
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ebenso C. Denn Z\ weil es toh der- Gattung P* war, hat die Form 

wo die g CoustaDte vorstellen, nnd jede Function dieser Form ist 
von jener Gftitnng. Es rarwandelt sidi daher C in 

und nach p. 212, 56 in 

behält daher dieselbe Form. Hieraus folgt, dass anch Ä von der 

Gattung P' Ist, dass also die Summe der A niclit versclnvinden 
kann, ohne dass jedes A selbst Null wird. Ks geuügt also Z" auch 
der Gleichung 

(a)... ^^- + ^+„(„+l)(>'-^,»)Z- = 0, 

so dass jedes Z dieselbe Differentialgleichung in Beaug auf ^ und 
fA wie in Beaug auf v und fi erf^Ult. 

Um die Form von Z in Bezug auf ^»^ /«» v zugleich zu ent- 
decken, setze man 

Z'' = £g'E'ifi)E'iv), 

wo y noch von (j abhängt, in (a) ein, und findet 

Setct man wieder nach (Ö6) 

so verwiuidelt rieh der Tontehende Anidniek in 

Srifitm^) +((6'+c')B'-«(»+I)e')9'] = 0; 

die in eckigen Parenthesen befindliche Grösse, sie sei A\ enthält 
kein ^ und und muss für jedes $ verschwinden, indem (p. 225) 

nicht für alle f* u&d v gleich Null sein kann, ohne dass £ für sich 
gleich Nnll ist. Es genügt also der Gleichung 

24* 
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derselbeu, welche durch E(()) und F{q) vollständig integrirt wurde. 
Bezeichnen h und k willkürliche rein niiraeriBche Comtmnte^ so bt 
folglich die allgemeiDste Form tod Z 

Die weitere BeBtininiunp der /< und k erfordert die Entwicke- 
lang unserer gegebeueu Function /'(^^V^) nach den E selbst Um 
diese zn erhalten^ setze nuuii wie p. 324, 

[(0, xp) =T r-, 
•=« 

wo F" bekaont und gleich 

u u 

ist. Man zerlege nnn f in acht Theile, welche denen des §. 88 
entsprechen; anerst zertbeilt man es in zwei 

2 ^ § ' 

von denen der erste (hircli Vertauschung von 0 mit n~ü weder 

Werth noch Zeichen, der zweite nur das Zeichen ändert. Bei 

der Entwickelnng nach Kugelfunctionen zweier Veränderlichen 

PM(cos^)eosjii^ nnd PJ|(oo8^)sinMi^ liefert daher der erste die 

Glieder mit geradem fi— der zweite mit nngeradem m. 

Jeden Theil X(ö, zertheile man weiter in 

X{0,\i))^X(0,2n—yf) , X{0,ii/)—X(d,2n-nf) 
2 + 2 ' 

von denen bei der Entwickelnng der erste nur die Glieder giebt, 

welche die Cosinus der Vielfachett von ^, der zweite nur solche, 

welche die Sinus enthalten. Jeden von diesen Theilen 'PiO ftp) 

zerlege man in 

2 2 » 

der erste Ausdruck enthält nur Glieder mit geraden, der zweite 
nur mit ungeraden Vielfachen von tp» Diese aebi Thefle bezeich- 
nen wir durch 

Xof Xtt Xtf Xit 

x\ x\ x\ x\ 
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und zwar sollen die x ^^^^ unterem Index einem geraden, mit obe- 
rem einem ungeraden ti entsprechen ; ferner mag Xo und x° ^7/ 
(cf. p. 228) verschaffen; Xt "od x^ C« ; Xt ^i® ^ui Xi ""^ 

jjf' die Sif. Dann läast sich F" durch die Summe von vier Theilen 
ausdrücken, von denen jeder durcli 

0 I) 

dargestellt wird, wenn x Reihe nach, bei geradem ti alle un- 
teren, bei ungeradem 2t alle oberen Indices 0, 1^ 2^ 3 erhält. 

Führt mau nun tur 0 und xp die elliptischen Coordinaten fi 
und V, für und '^p^ entsprechend f^^ und v^ ein, bezeichnet das 
so transformirte xi^iV^) ferner durch ;if[a, v] und benutzt §. 91, so 
entsteht {2a = tL oder n— 1) 

wenn die fl, 6, r, bekannte numerische Constante vorstellen, näm- 
lich für ein gerades a 

Ü II 

6^ = s/''°dc/"'(f,'-v^)X,MLUH')L'{v)dE, 
' » \} 

c* = ö etc. , fl^ = 8 etc. , 
für ein ungerades a aber die Ausdrücke, welche aus den vorste- 
henden durch Vertauschung der unteren Indices von x den 
oberen entstehen. Eine Summe, wie die welche Y"* bildet, soll ab- 
gekürzt durch das selbstverständliche Zeichen 

dargestellt werden. 

Von dieser Stelle an theilen wir die Aufgabe, und betrachten 
1} Va. Da Va für g — <x> verschwinden muss, so hat man in 
(6) alle A gleich Null zu setzen, und es reducirt sich dadurch Z* auf 

£k'E'ifi)E\v)FUQh 



374 Dreiachsiges £llip8Qid. §. 22, 32. 

Hier sind die k rollstltiid!^ durch die Bediit^mp: bettimint, dflss fttr 

() - X sich Z in V verwaiulcln soll, und man lindet die Lösung un- 
serer Aufgabe, indem inan zu (28) die Gleichung 

(31)... z: = 2±aE'i(i)E'{v)^^ 

hiozufklgt. 

2) Wir betraclitcn V,. Nach der auf p. 327 erwähnten Methode 
von Neomann laast sich hier das Entsprechende zeigen, dass näm- 
lich in dem Ausdrucke (6) fbr Zt alle h verschwinden müssen. 
Hierbei legt man eine bekannte Eigenschaft der elliptischen Coor- 

dinaten zu Grunde: peht man von dem Punkte (p, v), welcher 
beisse, zu den drei benachbarten 

über, so stehen die; r.inicn P, P; P, P; Pj P; in P .scnkrcciit auf 
einander, ^fan zeigt die», wie das Entsprechende im §. 12. »Sind 
hier d», do, dp die unendlich kleinen Längen in diesen Bich- 
tungen, so wird du auf dieselbe Art wie an der bezeichneten Stelle 
gefunden; fügt man zur Vollständigkeit noch do und dp hinzu, so 
bat man 

i/ (e'-/.^)(/i^^) 



und zeigt, dass in dem Ati»druckc (b) für Z« alle k verschwinden 

d V BZ 

müssen, wenn also -x— überall endlich bleiben äoll. Ist dies ein- 
oft dn 

mal festgestellt, so ergiebt sich die Bestimmung der h, ähnlich wie 
im Falle ad 1, indem man ^ = r setzt; man findet 

(32)... zr = X±o'r(rt£'(»)Ä 

« IL (r) 

und hat demnach zwei verschiedene Formen der Lösungen unserer 



r 
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Aufgabe: die eine wird durch (31) und (32), die zweite durch (25), 
(25, o) und (26) geliefert. 

Die DiffereiltiAlgleichung J*V=0 Iifttte sich ttbri- 
geoB 90 Ittsen lassen, dass man sogleich auf die erste 

Form, die des §. 21, kommt; man folgt dazu, um nur den Fall 
von K( zu erörtern, dem ersten Wege bis zu der Stelle, an weU 
eher man findet, dass Z* gleich 

s 

wird, und scidicsst daraus: 

1) Z" als aur Klasse der P* gehörig, mnss von der Form sein 

IN II 

£ PZ{coBd){a^ti06mtff-i-ft»numyf), 

m-» 

WO a und ß nur q enthalten können, oder, in und v umgesetzt, 
von der Form 

2) Es ist symmetrisch nach ^ und v, 

3) Es verwandelt steh Z* ansseHem Air ^ = r in die gegebene 
Function F* (die man sich in der Gestalt denken mag, in welcher 
sie im §. 21 angewandt wnido, d. h. ausgedrückt durch 0 und tp). 
Hierdurch ist Z vollkommen bestimmt. 

Nun integrirt man die Differentialgleichung fUr Z*, nicht durcih 
EinfiAlirung der E sondern durch' einen Ausdnick von der obigen 

Form. Es ist offenbar P*(co8y,) eine Function, welche den Bedin- 
gungen ad (1) und (2) entspricht, wenn 

cosy, = cosÖcos^, +sin^>sin^,C08(V — V«) 
gesetzt wird, und man für 6, yt die Coordinaten fit, so wie fUr 0, , yf^ 
durch Gleichungen derselben Form fl^^, q einführt. Bezeichnet ^(p^t) 
eine Function von (l^ mit (2m f- 1) willkttrltchcn Constanten, so ist also 

y0(/a,)/»'(cosy,)di.»,, 

das Integral zwischen wiilkürliciien (ircnzcu genommen, eine Func- 
tion die (1) und (2) genttgt und 2»+!^ Coustante enthält. Kann 
man letztere so bestimmen, dass fUr ^ 3= r das Integral sich in den 
gegebenen Werth F* verwandelt, so ist es das gesuchte Z*» Nnr 
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zum Durchgänge wurden t'ür 0, ip die Grössen f.*, v eingefubrt; wir 
lassen die ursprünglichen GröBsen im weiteren Verlaufe ungeänderi, 
was bequemer istj da Y* als Function von d und direct gefun- 
den wird, nftmlich 

während cos;", sich in 

cosy, »c08Ö^+8mÖcoBtt>^'^^ _ L 'zaJ K 

verwandelt. Man kann nun dio Function 0 so bestimmen^ dass 
das Integral sich wirklich in verwandelt, und findet so genau 
die durch (25, a) gegebene Form der Ldsung wieder. Um diese Arbeit 
nicht zu weit auszudehnen, übergehen wir die Einzelheiten, da ein 
neues Resultat sich niclit crgicbt, und verweisen auf des Verf. Ar- 
beit im 29""" Bande des Cr eile' sehen Journals, §. 6. 

Anmerk. Wie in der zweiten Anmerkung des §• 21 weist 
man nacb, dass jedes Prodnet 

E(fi)E{v)E{Q)', Eifi)E{v)F{Q), 
für sich der Gleiehung /I^V=i} genügt. Hier lässt sich dasselbe 
übrigens sofort durch wirklielics Einsetzen desselben in (27) be- 
weisen, wenn man durch (Ö6), wie am Anfange des laufenden Pa* 
ragraphen reducirt. 

§. 23. £s bleibt noch übrige eine Entwiekelunf:^ für Jl"^ durch 
eine ^Icthode zu tinden, welclic der des §. 13 entspricht, welche 
also die Lösungen der Differentialgleichung /f V — 0 zu Grunde 
legt: sie wird in einer von der ursprünglichen des §. 17 verschiede- 
nen Form auftreten, indem wir die Differentialgleichung durch die E 
und F integriren. 

Es seieti die Coordiiiaten der beiden Tunkte x, \j, z; , y^ , z^ 
durch Q, (i, Vi dl» f'if >'| ausgedrückt und Q^ <.q: alle Grössen, 
welche sich auf » f«| , v^ beziehen, wie schon bezeichnete auf q, /a, v 
erhalten , dieselben Buchstaben und werden nur noeh ait Indicea 
versehen. Setzt mau BT^ ^ T, und wie im §. 17, 
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so -wird F", weil es ein Potential, wio K», des Punktes x^, y^, z^ 
ist, die Form haben 

(•),... Su'E\f,)E'(n)E'M, 

wenn u nur g, fi, v enthält. Aber 7i' wird gleich 

+ i«*' + + itt;+r; - 2c' - 26! 

— 2 coB^cos^i 4* 1^ — — ft'aiD ^sin (?j oos ^cos 

^iq*—e* 1^1^;— 4j"ttii ^81*11 ^^da^m^^)y 
wenn der Kttree halber , t// nnd neben pi, v, und v, 

beibehalten werden; nlso ist T symmotiisch in Bezug auf je zwei 
Grössen g, (>, ; ju, ; v, i/, ; die Entwickelung bevorzugt einige von 
diesen Grössen, so dass in Y die Symmetrie aufliören kann. 

Wurde man T ak Fnnctton von , , v, immer < ^ vor- 
ausgesetzt, in eine Reihe entwickelt haben y so hKtte man als Form 
des Gliedes durch dieselben Schlüsse, welche (a) geben, auch 

(6) ... S€'E'iQ,)E'(i^,)E'(v) 

gefunden, wenn 15 kein Q^, v enthält; da aber die Reihen, deren 
»*• Glieder (a) und (ft) vorstellen, einander gleich sind, und beide 
nach den Producten E(Q^)E(fl^) fortschreiten so sind die Reihen 
identischi also uE(Vi) = vB{p) oder u von der Form w*E{v), wenn 
19 nur Q und fi enthalten kann. Daraus ergiebt sich für IT, wenn man 
in dezug auf den oberen Index 9 sumroirt, welcher der Kürze hal- 
ber fortbleibt, die Form 

nnd in ähnlicher Weise durch Vertauschung von f^^ nut fn: 

r = ^is(ft)«ö*,)£(»,)««BW, 

wenn X nur noch q enthalten kann. Wie dies eingeht, kann mau 
nicht durch einfache Vertauschung von q und o, erfahren, da die 
Betrachtungen wescntlieli voraussetzten, dass g^ kleiner als g sei. 
Han weiss »ber, dass V auch in eine Reihe estwickelbar ist, deren 
Glied die Form hat 

V* = 'SkE(fi)E(v)F(g), 
wo k kein (i, v, g also nur die Buchstaben mit ludices erhält. Da 

Boin sollte, und n und Y beide nach Producten E(fi)E(y) fort- 
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Bchreiteiii so sind die Reihen identisch, oder 

XE(e,)E(^,) = kF(g), 
also eDdlich X=selFiif)f wtnn o eine nunleritebe Conttonte 
bedeutet Man hat also 

» II 

Um schliesslich die numerischen Constanten e su besümmen, 
muliiplicire man beide Seiten mit ^, setze ^, = wo a << 1; nnd 
und ^ = OD. Dann wird 

ferner nach p. 214 und 239 für ^ = oo und = oo 
und hteraat 

Vergleicht man hiermit den Werth von ftlr ^^«^ so mait 

das gefundene gleich ii"iP"(cos;') sein, so dass nach (59) sich 
ergiebt 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem das 
betreffehde E der ersten und vierten Klasse (+); oder der Breiten 

und dritten (— ) angehört. Man findet hieraus schliesslich als fi*"* 

GKed der Entwickelung von ^ fUr jedes welches grosser als 

^1 ist: 

(33) ... r = 4n^'''±E'(f^,)E'{^)E'ME\p)E^(e,)r(Q). 

An merk. Die Anmerkung p. 321 weist auf einfache P^or- 
meln hin, die man dort fUr besondere Wertho der Coordinaten aus 
der allgemeinen Entwickekng von BT^ erhielt; man faäd aus der- 
selben im speciellen Falle die Beihe für (jf—aif^f welche im Lanfe 
der Unterstlehungen hilii6g benutzt war. Haeht mifh hier 
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ft^rrzc, v^ — b, SO vcrcint'ucht sich einerseits R zw 

•ndannoite f * in (38) sa 

wenn zur Abkürzuug 

gteietst wird. Mit HiUfe des §. 88 findet man hieraus Ar eine 
Function F", welcbo zu demselben n gehört, wie die unter dem 
Integrale befindlichen K* 

also ein Integral für die Function ¥^ welches dem von Neumann 
fOr die Q gegebenen entspricht. FOr diejenigen F, welohe aus den 

h, M, N enteprin^cn, lassen sich ähnliche Formeln anftteUen. 

§• 24. Das Fundament xur Beltandlung der Antgaben dieses 
Kapitels ist von Lam^ gelegt; welcher nach Einflihrung der 
Functionen E im 4'*" Baude des Lionville' sehen Jonmals (1839) 

die erste hierhergeliörigc Aufgabe^ die dos §.22, welche sieh anf 
das Potential des inneren Punktes bezieht, naeh der in jenem 
Paragraphen durchgeführten Metbode löste. Lam^ kleidet die 
Aufgabe allerdings in ein anderes Gewand , indem er den Zustand 
des Gleichgewichtes der Wirme in einem EUipsoide untersucht, 
dessen Oberfläclie in einer p^ct^cbenen, von der Zeit nnahhänp^igen 
Temperatur [f{0,\p)\ erlialtcn wird, und giebt so dem mathemati- 
schen Problome, welches | Anwend. 11^ Ö] dasselbe fUr beide Fra- 
gen bleibt, auch diejenige Form, welche am meisten in einer Zeü 
interesurte, in welcher das Werk von Fourier*) Uber die Wlirmo- 
tbeorie, gt^folgt ▼on Poisson's Arbeit**) über denselben Gegen- 
stand eine grössere Zahl der Mathematiker beschättigte. 



*) Tbcurio analyti^uo dt) la clialeur. rari«, cbcz Firmin Diduti pere ci Iiis; 
1822. 

**) Thimie matbtoatique de la ohalenr. Paris, Bathelior; 1885. 
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Die Arbeit von Lamd inusstc, y^im/. ub^eselicn ^od der Aufl- 
fiihrunj;, durcli this Kcsultat die Aiiliiioiksanikoit der (Jclehrtcn auf 
sich ziehen; eine ganze Gattung von Uiitcrsucliungen, welche 
Laplace in der M^canique c^i^ate fUr Kugeln oder Kdrper, welche 
nahe kugelförmig sind, geführt hatte, liess nun eine Uebertragung 
auf Körper von complicirterer G estalt , auf Ellipsoide zu. Dies 
Werk bezeichnet daher tiiieii wichtigen Abschnitt iu der Theorie 
der Wärme und der Anziehung. 

LiouTille und der Verfasser haben in verschiedenen Ab- 
haiidlux^eo Lam^'s Theorie weiter auszuführen versucht. 

Beide haben fast zvt gleicher Zeit (H. vergl. die Note des 
§.90), Liouvillo im 20""' Bande der Comptes rendus, der Verf. 
ina 29""" Bande des Crelle'sehen Journals (184Ö) die Aufgabe für 
das Potential des äusseren Punktes K« durch die Formeln (28) und 
(31) gelöst. 

Die Entwiekelung von durch die Gleieliuiig (33) scheint 
allerdings liier zum ersten Male ausdrücklich aufzutreten; sie ist 
aber im Wesentlichen schon von Liouviile in dem 20**"* Bande 
der Compte« rendus (im Liouville'scben Journale Bd. X, 8.225 
et seq.; ich citire diese Stelle, da das Liouville'schc Journal in 
Deutschland verbreitctei' zu sein scheint als die Comptea rendus) 
und im 11'*^" Bande des Liouville'scheu Journals S. 269 et seq. 
enthalteoy so dass man sie als von Liouviile herstammend be* 
zeichnen kann. 

Zu gleicher Zeit haben ferner Liouviile und der Verf. 
(Liouviile Journal d. .M. X, 223; Crellc Journal f. M. XXIX, 185) 
die von Lam^ behandelte Aufgabe (für V,) noch einmal untersucht. 
Die höchst elegante Form der Lösung, welche von Lamö herrtthrti 
gestattet die wirkliche Ermittelung des Endresultats nur in den 
allerei nfachsteh Fällen, selbst nicht mehr, wenn die gegebene 
Function f(^d,yj) eine ganze Function von coaO, m\Oco»ip, sin^^sint^ 
wird, welche den siebenten Grad übersteigt^ indem zur Bildung der 
erforderlichen £ dann schon die Auflösung einer Gleichung vom 
fünften oder von Höherem Grade nöthig ist Nachdem der Verf. 
bereits im 26^'*"* Bande des Greil e'schcu Journals bei Behandlung 
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der Botationsellipsoide eine Bchärfere Sonderang der einzelnen par- 
ticnlSren Integrale hatte eintreten lassen, indem er alle diejenigen 
gemeinsam betraclitetc , welche zu derselben Function von der 
Gattung P" gehören, wobei sicli herausstellte, dass das Glied Z* 
der Entwickclung von V sich ftlr die Oberfläche in F", d. h. in 
das entsprechende Glied ans der Entwiekelung Ton fifi,^) ver- 
wandeln mttsse: gingen an den erwähnten Stellen Liouville nnd 
der Verf. von dieser Betrachtung aus, tfnd fragten nach dem Theilb 
der Lösung, ^Yelcller sich an der Oberfläche auf ein bestiiimites K" 
redueiren muss. Liouville sagt hierüber iu der betreffenden kurzen 
Notiz nur, es sei leicht zu sehen, dass man ein Polynom Y* vom 
Grade n nach x, y, « finden kann, welches so beschaffen ist, dass 
es der Gleichung J'V* genügt, nnd sich fttr die Oberfläche auf T* 
reducirt. Dieses Y" denkt er sicli in eine Function der rechtwinkligen 
Coordinaten an der Oberfläche umgesetzt; eine systematische Me- 
thode diese Operationen vorzunehmen, so wie den Beweis der Be- 
hauptung bat Liouville nicht mitgethellt. In der gleichseitigon 
Arbeit des Verf., Uber welche hier am Schlüsse des §.22 gehan- 
delt wurde, ist der Punkt niciit licrvorgelioben, dass Z" eine ganze 
Function Grades von x, y, z sei, aber das, worauf Ijiouville 
hindeutet, bereits ausgeführt, indem die Lösung aus particuiären 
Integralen von der Form 

vöc 0|c — b c]c—o ^ 
wirklich zusammengesetzt, und dadurch das fertige Besultat in der 
Gestalt (25, a) gefunden wird. Diese zweite Form der Lösung 
zeigt nun, dass die Wurzeln der höheren Gleichungen im End- 
resultate nicht mehr vorkommen, und zwar, wie man aus den Un- 
tersuchungen des Kap. IV im zweiten Theile erkennt, weil im Re- 
sultate nur synunetrische Verbindungen der Wurzeln jener Glei- 
chungen auftreten; sie macht es möglich, bei gegebener Entwiekelung 
von fiO,\ff) jedesmal genau das Glied Z" aufzufinden, wenn n 
als bestimmte Zahl gedacht wird: bleibt n allgemein, so hat man 
allerdings die Lösungen eines Systemes von linearen Gleichungen 
durch Determinanten einzuführen. 
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Dtwelbe Methode lÜMt sicli aueb znr Bettiinmung von F« an- 
wendeui wobei natttrlioh der Umstand, von dem Lionville ani» 
gin^, dass die particnli&re L^Bung eine ganze Function von x, y, s 

»ei, nicht mehr zum Ausgangspunkte tliencn kann, sondern oben 
in (a) die Function F" mit C^" vertauscht werden muss. AU der 
Verf. die betreffende Aufgabe gelöst hatte, schien es ihm aweek- 
missig, die Besnltate auf eine neue Art abzuleiten, indem er die 
Entwickelang der Grösse in der Form (12) und (IG) ebenso 
zu Grunde legte, wie es hier §. 21 geschah. Diese Darstellung 
von durch eine lieibe, so wio die Anwendung auf Begtinnnung 
des Potentials erschien im Auszuge mit einem erläuternden Bei- 
spiele verseben, welches die Ausführung der Bechnung iUr ein 
homogenes Ellipsoid roittheilt, im 42*'*" Bande des Crelle'schen 
Journals, während hier zum ersten Male (§.17 — 21) die Methode 
vollständig entwickelt wurde. 
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